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随 着 计算 法 术 的 发 展 ， 和 人 和 要 合计 伐 为 计算 机 科学 的 一 种 米 学 工具 . 它 的 作用 显 
得 更 加 重要 了 .如 果 仅 肾 于 学 全 一 到 程 当 设 认 语 言 , 党 握 一 此 六 程 技 本 ,不 一 定 要 学 习 莫 出 
性 知 座 ， 其 至 有 高 中 水 平 吉 可 以 j 但 入 洒 宙 系 的 大 学 生来 说 ,应 有 更 前 的 要 末 扩 满 足 于 
写 个 科 单 程序 就 不 够 了 ， 轨 舍 . -种 程序 尝 计 语言 来 谋 ,为 什么 会 讶 出 亲 ? 空 能 解决 什么 河 王 ? 
本 在 多 里 ? 存在 什么 问 意 ? 它 的 语法 滞 义 只 怎样 ? 要 懂得 一 些 深 晨 的 基 珊 性 知识 才能 对 这 

可 题 做 出 回答 ， 

《数理 绢 辑 与 集合 论 ) 具 的 第 1 版 发 行 至 今 已 有 霜 多 年 了 ,在 教学 过 程 中 已 感到 数理 
雇 辑 部 分 浴 鹤 济 了 些 , 需 增加 深 星 知识 ,这 是 本 书 再 版 的 原因 ,为 此 我 们 在 原 书 的 基础 上 增 
加 了 模型 论 积 证 明 论 两 部 分 ,理解 这 部 分 内 容 不 甚 容 用 ,不 求 立 即 直 接 会 用 ,而 是 做 为 基 殴 
铝 识 的 储备 .这 部 分 内 容 是 请 趾 国 科学 院 软件 研究 所 于 驹 研究 员 编 写 的 ,在 此 表示 谢意 ! 
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岗 悉 上 数 和 党 万 太 学 计算 机 系 的 基础 数学 课 种 , 亡 以 离散 量 为 研究 对 象 . 而 数学 分 析 ( 尝 积 
分 ] 芝 连续 也 数 为 让 虹 缸 完 对 象 , 属 丁 连 续 型 数学 . 

由 本 计算 机 的 软 . 并 全 都 其 有 离散 型 结 稳 , 从 而 使 风 散 数学 成 为 计算 机 科学 的 茜 本 工 
有 具 .例如 :Turimg 对 可 计算 性 的 研究 折 建立 的 于 uring 机 是 计算 机 的 理论 模型 .导数 了 计算 
所 的 出 规 :Boofe 的 轩 右 代数 已 十 分 成 功 地 用 十 计算 机 的 硬件 分 析 和 设计 ; 确 词 惠 笛 演 息 六 
人 人工 特 能 学 科 提 拱 了 -种 重 避 的 知识 表示 和 准 理 方法 羡 ， 

离散 数 掌 的 原理 和 方法 带 常 要 求 在 计算 机 上 的 叮 实 现 性 . 而 一 般 数 学 理论 有 时 公共 出 
人 在 性 讨论 ,这 是 不 能 满足 实 几 监 求 的 ， 

离散 数学 包括 数理 逻辑 .集合 论 . 代 效 结 构 . 图 论 ,形式 语言 .所 动 机 和 证 算 几 何等 . 

清华 大 学 计算 机 系 把 离散 数学 安排 为 "数理 届 辑 与 集合 论 " 和 "代数 结构 妃 图 沦 " 遇 门 课 
程 .分 岗 个 学 期 讲授 ,各 占 广 学 时 ,本 节 旦 编 区 者 在 进 授 “数理 昧 辑 与 集合 论 " 时 所 编写 的 讲 
久 基 础 上 完成 的 . 外 闽 饮 , 陈 辟 秀和 和 越 薪 等 回去 入 加 了 编写 工作 ,在 此 表示 周章 . 

离 收 数 学 的 参考 书 较 多 ,而 旦 其 各 部 分 电 有 专 介 的 节 . 本 书 的 编写 过 程 主要 参 关 了 虐 穹 
钓 的 ^ 数 理 黑 办 引 论 六 衣 作 华 和 陆 钟 万 的 《数理 浊 料 基础 ?, 陈 进 元 等 的 &《 离 散 数 学 (上 和 和 张 
锦 广 的 (集合 论 浅 说 ;等 书 . 

山 于 编 营 者 水 半 斯 限 , 错 江 和 不 当 之 姓 在 所 难免 .请 读 少 批评 指 十 ， 
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概 述 


数理 滥 加 二 研究 推 霸 逻辑 规律 的 一 个 数学 分 交 , 它 采用 数学 符 写 化 的 方法 ,给 出 推 韩 岗 
则 来 建立 推理 体系 . 进而 计 论 玲 理 体系 的 -- 敏 性 .可靠 性 和 完备 (全 ) 性 等 . 

数理 避 竺 的 研究 内 和 络 是 曙 个 旗 算 其 四 论 , 上 其 体 为 命 赵 演算 、 谓 训 注 算 ' 第 1 剂 第 6 新}、 
集合 论 ( 第 9 到 第 12 碍 ) 模型 论 '. 形 式 语 言语 法 与 语 头 间 的 关 和 双开 第 7 测 ). 遂 时 论 5 吕 计算 
性 可 兰 定 性 玉 第 下 章 ? 和 证 咀 论 ! 炊 学 本 刁 的 碟 不 盾 性 )5 囊 8 瘟 ). 

数理 逻辑 其 形式 脖 辑 与 数学 机 结 合 的 产物 , 亿 数 理 亿 辑 研 究 的 是 各 学科 (包括 数学 ) 共 
器 遵从 的 - 般 性 的 人 边 辑 规律 ,而 种 门 学 笠 供 研究 自 闭 的 具体 规律 ， 

数理 肥 辑 的 创 馈 人 是 17 世纪 德国 数学 家 和 哲学 家 Leibmiz ,他 把 数 掌 嘎 人 形式 巡 辑 . 
1847 年 boole 实现 了 命题 演算 .18795 年 Frege 建立 了 第 ”个 谓词 演算 系统 ,到 20 地 纪 30 
年 代数 理性 辑 进 人 了 一 个 新 的 时 期 . 逻辑 学 不 仅 与 数学 相互 滩 透 与 结 会 ,而且 与 其 他 科学 技 
术 相 互 渗透 与 结合 ,显示 了 人 逻辑 学 的 实用 意义 . 1931 年 Godel 不 安全 性 定理 的 提出 以 及 递 
时 静 数 可 计算 性 的 引入 ,导致 了 1936 年 Turing 机 器 的 出 现 . 它 是 现代 电子 计算 机 的 理想 的 
数学 模 刑 . 10 年 后 1946 年 第 -- 台 电子 计算 机 诞 牛 . 数理 逻辑 与 计算 机 科学 ,控制 论 、 人 人 上升 
能 的 相互 渗透 推动 了 数理 轴 辑 的 发 展 . 人 人们 正在 模糊 逻辑 ,概率 逻辑 ,上 归纳 还 辑 ,时 态 人 逻辑 和 
非 单调 四 和 缉 等 方面 进行 研究 . 

集合 论 可 看 作为 数理 逻辑 的 :个 分 支 , 也 基 现 代数 学 的 -个 独立 分 克 , 它 号 各 个 数学 分 
支 的 共同 语音 和 基础 . 

集合 论 是 关于 无 窍 集 和 起 究 集 的 数学 理论 . 直 代 数学 课 就 已 拔 训 到 无 穷 概 念 , 但 对 无 穷 
的 本 奈 缺 乏 认 识 . 为 微 积分 攻 求 严密 的 基础 促使 实数 集结 构 的 研究 ,早期 的 1: 作 都 与 数 集 或 
函数 集 相 关联 . 

集合 论 中 一直 引 人 人 注意 的 此 问题 有 ;选择 公理 ACti 对 任意 多 个 两 两 不 相交 的 砷 空 集 
合 , 存 在 一 个 集合 与 这 些 非 室 集 合 中 的 每 -个 都 有 了 唯 - -的 :个 共 半 元素 ) ,连续 统 假设 CH 
(Cantor 对 旧 线 上 点 的 个 数 问 题 的 猜测 ,广义 连续 统 假 设 GCH( 无 穷 集 的 震 集 基数 的 
猜测 ). 

集合 论 前 创始 人 是 Cantor ,他 内 1871 年 到 1383 年 案 表 了 甘 十 基数 ,序数 和 良 序 信 地 论 
的 :系列 结果 .1909 年 前 后 在 他 亨 建 的 集合 论 中 发 更 了 种 种 迟 论 . 1908 年 Zermelo 给 出 了 
集合 论 的 第 -个 公理 系统 Z. 此 五 人 人们 又 提出 2ZF 和 3B 等 公理 系统 . 1938 年 Godel 证 明了 
用 现 有 的 集合 论 公 理 系统 不 能 证 明 CI 是 假 的 . 1963 年 Cohen 证 明 , 用 现 有 的 集合 论 公 奸 
系统 也 不 能 证 明 CH 是 真 的 , 应 当 半 求 新 的 工 上 其 和 方法 来 解决 这 个 问题 . 

集会 论 己 在 计算 机 科学 ,人 人 工 知 能 学 科 , 逻 辑 学 .经 济 学 .语言 学 和 心理 学 等 方面 起 着 重 
要 的 应 用 ， 

本 节 以 大 体 由 当 的 篇 时 讲述 数理 逻辑 与 集合 论 的 基本 内 容 . 鉴 十 这 郑 部 分 内 容 的 内 在 
带 切 联系 ,我 们 俩 用 数理 下 辑 的 方法 来 引 人 集 合 论 的 有 关 概 您 并 证 明 有 关 定 理 . 
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命题 迪 辑 研究 的 是 命题 的 推理 演算 . 这 一 章 介 绍 命题 退 辑 的 基本 概念 ,包括 引入 命题 联 
结 问 ,讨论 合成 公式 ,重音 式 以 及 自然 语句 的 形式 化 等 内 容 ， 


1.1 命 题 
1.1.1 什么 是 命题 


命题 是 一 个 非 真 即 假 ( 不 可 兼 ) 的 陈述 句 . 有 两 层 意 思 , 首 先 命题 是 一 个 陈述 名 ,而 命令 
各、 疑问句 和 感叹 各 都 不 是 命题 . 其 次 是 说 这 个 陈述 句 所 表达 的 内 容 可 决定 是 真 还 是 假 .而 
且 不 是 真 的 就 是 假 的 ,不 能 不 真 又 林 假 ,也 不 能 又 真 又 假 , 凡 与 事实 相符 的 陈述 句 为 真 语句 ， 
而 与 事实 不 符 的 陈述 名 为 假 语句 . 这 说 是 说 ,一 个 命题 具有 两 种 可 能 的 取 值 (又 称 真 值 》, 为 
真 或 为 假 , 并 且 只 能 取 其 一 . 通常 用 大 写字 和 母 T 表示 真 值 为 真 , 用 下 表示 真 值 为 假 , 有 时 也 
可 分 别 用 1 和 0 表示 它们. 因为 具有 两 种 取 值 ,所 以 这 样 的 命题 还 辑 称 为 二 值 馆 辑 . 

举例 说 明 命题 概念 : 

(1)“ 雪 是 白 的 ”是 一 个 陈述 名 ,可 湛 定 真 值 ,显然 其 真 值 为 真 ; 或 说 为 ,所 以 是 一 个 
命题 . 

《2)“ 雪 是 黑 的 ”. 是 一 个 陈述 句 , 可 决定 真 值 . 显 然 其 真 值 为 假 , 或 说 为 下 ,所 以 是 一 个 
命题 . 

‘3)“ 好 大 的 雪 啊 !1” 不 是 陈述 句 , 不 是 命题 ， 

4) “一 个 偶数 可 表示 成 两 个 素数 之 和 ”( 哥 德 巴赫 狂想). 是 命题 ,或 为 真 或 为 假 , 只 不 
这 当今 尚 不 知 其 是 真 命 题 还 是 假 命题 . 

(3) 中 十 1]01 二 110”, 这 是 一 -个 数学 表达 式 , 相 当 于 一 个 陈述 句 ,可 以 投 述 为 "1 加 101 等 
于 110”, 这 个 句子 所 表达 的 上 内容 在 十 进 制 范围 中 真 值 为 假 , 而 在 二 进 制 范围 中 真 值 为 真 . 可 
岂 ,这 个 命题 的 真 值 与 所 讨论 问题 的 范围 有 关 . 


1.1.2 命题 变 项 


为 了 对 命 辐 作 逻 辑 演算 ,采用 数学 手法 将 命题 符号 化 (形式 化 ) 是 十 分 重要 的 .我们 约定 
州 大 写字 秤 表示 命题 ,如 以 了 表示 “ 雪 是 白 的 ”,@ 表示 “北京 是 中 国 的 首都 "等 , 当 PP 表示 位 
-命题 时 ,P 就 称 为 命题 灾 项 ( 变 元 ), 

命题 j 命题 变 项 含义 是 不 同 的 ,命题 指 具体 的 陈述 名 ,是 有 确定 的 壹 值 ,而 命题 变质 的 
真 值 不 定 ,只 当 将 某 个 县 体 命题 代 人 命题 变 项 时 ,命题 变 项 化 为 命题 , 方 可 确定 其 真 值 . 命题 
与 介 题 变 项 像 初等 数学 中 常量 与 变量 的 关系 一 样 .如 5 是 一 个 常量 ,是 一 个 确定 的 数字 ,而 
> 大 一 个 变量 ,同和 给 它 “个 什么 伸 它 就 代表 什么 值 , 即 的 值 是 不 定 的 . 初等 数学 的 运算 规 


oe. 


则 中 对 常 最 与 变 牙 的 处 更 不 则 起 击 同 的 . 岗 梯 .在 命题 昌 各 的 注 算 十 对 前 古 与 弟 题 变 需 的 多 
埋 原 则 也 是 相 朵 的, 因此, 除 在 概念 上 又 泛 分 傅 杜 与 命 是 变 项 外 .人 丰 黑 辑 演算 中 就 不 册 区 分 
它们 了， 


1. 1.3 简单 命题 和 复合 命题 


篇 单 命题 义 称 原 了 命题 , 它 足 不 包含 任何 的 与 ,或 、 韭 一 类 联结 训 的 命 娄 .如 1.1. 1 中 所 
举 的 命题 例 于 部 是 简单 命题 .这样 的 命题 不 可 再 分 御 . 如 再 分 割 就 不 巧 命 同 了 ,而 像 命题 … 呈 
是 站 的 南 午 1 一 2" 就 不 二 多 单 命 束 . 可 夫人 分 制 为 "省 显 相 的 "以及 ”1 上 2" 两 个 简 
单 命题 , 联 针 说 是 "而 县 ”在 租 昔 春 通 中 蚊 特 党 有 主语 和 谓语 , 俱 我 们 不 去 加 局 分 齐 . 革 将 
简单 命题 作为 -个 不 可 分 的 整体 米 看 待 . 进 而 作 命 是 江 算 . 在 请 词 思 辑 里 . 才 对 疝 题 中 的 二 
谓 结 构 进行 深入 分 析 . 

把 -个 或 儿 个 简单 命题 用 联 晴 词 (如 与 .或 . 非 ) 联 齐 所 构成 的 新 的 命题 代为 复合 命 丰 ， 
也 称 为 分 子 命题 , 复合 命题 自然 亡 蚌 陈述 名 , 睦 真 值 依 辐 十 均 成 该 复合 命题 的 背 了 简单 布 题 的 
直 值 以 及 联结 词 . 从 而 复 全 命 哑 有 网 定 的 真 值 . 如 " 张 三 党 黄 洁 利 李 由 掌 日语" 就 是 一个 复合 
合 题 .由 简单 而 题 " 张 一 学 英语 当 李 四 学 中 填 " 经 联 铺 问 “ 机 "联结 而 成 ,这 了 果 个 简单 章 题 站 从 
均 为 真 时 ;该 复合 合 题 方 为 真 , 如 果 只 限 下 简单 命题 的 讨论 , 则 除 计 论 走 值 外 ,再 没有 可 全 究 
的 内 容 了 . 而 命题 逻辑 所 计 论 的 正 是 多 个 命题 联结 而 成 的 复合 命题 的 规律 性 . 

什 数理 逻辑 里 , 仅 促 把 命题 吾 成 是 一 个 可 取 真 或 中 取 假 的 陈述 名 ,所 关心 的 并 不 是 这 些 
有 具体 的 陈述 条 的 真 值 究竟 为 什么 或 在 什么 环境 下 是 真 还 是 假 , 这 是 有 关 学 科 本 和 喘 研 究 的 问 
题 , 市 逻辑 关心 的 仪 吓 命题 是 以 被 赋予 真 或 假 这 样 的 可 能 性 .以 及 规定 了 真 值 后 肪 样 与 共 他 
合同 震 生 联系 . 


1.2 命题 联结 词 及 真 值 表 


联 牛 词 可 将 命题 联 站 起 来 档 成 复杂 的 命题 ,命题 性 辑 联 站 词 的 中 和 是 十 分 重要 的 ,. 基 作 
玫 相 当 让 初等 数 人 党 里 硅 实 数 集 上 定义 的 -一 、% ,地 守 运算 符 .通过 联 缚 词 和 使 可 定义 新 的 命 
是, 从 庙 使 命题 逻辑 的 内 容 空 得 十 谨 起 来 ,我 们 要 讨论 的 仅 只 是 复合 命题 的 真 值 . 虹 但 避 出 
组 成 它 的 简单 命题 的 真 值 所 克 算 - 介 得 注意 的 是 逻辑 联结 词 与 日 常 有 日 然 用 语 中 的 有 关联 结 
词 的 共 问 点 和 不 阿 点 . 

王 丰 介绍 去 个 常用 的 逻辑 联结 词 : 

-AY 


1.2.1 否定 词 ， 


省 证 调 ” ”是 个 一 元 联结 词 , 亦 称 布 定 符号 . 一 个 命题 产 吉 上 壹 定 词 就 彤 成 了 -个 新 
的 命题 , 记 帮 - 玉 , 这 个 新 命 赢 是 命题 的 侣 定 , 污 作 非 P. 

这 起 词 的 真 值 规定 如 下 ; 才 命 题 六 的 走 值 为 真 , 那 么 1 的 真 值 就 为 假 ; 若 了 的 直 值 为 
假 ， 导 各 六 鬼 上 呐 俩 咏 为 上 只 . 让 富 六 间 的 碳 值 关系 ,常常 使 用 称 作 址 值 表 的 -一 种 表格 来 走 


”下 


示 , 如 图 1.2.1 所 未， 
也 可 将 几 1, 2. 1! 看 作 臣 对 一 太 的 定义 , 它 表 明了 一 了 的 真 值 如 何 依赖 于 了 的 真 值 . 真 值 
表 撒 述 了 命题 之 间 的 识 值 关系 ,很 直观 . 当 命 题 谈 项 的 个 数 不 多 时 ,也 很 容易 建立 . 真 值 表 是 
命题 次 辑 里 研究 真 值 关 系 的 重要 工具 . 
例 1 “昨天 瀛 一 去 看 球赛 了 ”", 该 命题 以 了 表示 ,村 是 “昨天 


1 和 4 。 张 三 没有 去 大 球赛 "该 新 命题 便 可 用 "了 表示. 
PT 0 若 川 大 张 过 去 看 球赛 了 ,命题 是 真 的 ,那么 新 命 目 "了 必然 
图 上 2.1 是 假 的 . 反之 , 若 命题 己 是 假 的 ,那么 P 就 是 真 的 . 这 符合 图 
1.2. 1 的 措 述 ， 


例 2 包 : 今天 是 星期 三 . 
-Q: 今天 不 是 星期 三， 
然而 也 不 能 理解 为 "分 天 足 星 期 四 ”因为 "今天 是 星期 三 ”的 香 定 ,并 不 一 定 必 是 星期 
由 ,还 可 能 是 星期 五 . 妊 期 六 ,…… 在 这 种 情况 下 ,要 注意 否定 词 的 售 义 是 否定 被 否定 命题 的 
全 部 ,而 不 是 一 部 分 ， 


1.2.2 合 取 词 人 


合 取 词 " A "是 个 二 元 命题 联结 词 , 亦 称 合 取 符 号 . 将 两 个 命题 P,Q 联结 起 来 ,构成 一 个 
新 的 命题 忆 A 久 , 读 作 已 ,人 的 合 取 , 也 可 读 作 了 上 与 名. 这 个 新 命题 的 寞 信 与 构成 它 的 命题 
了 ,Q@ 的 真 值 间 的 关系 ,由 合 取 词 真 值 表 来 规定 如 图 1. 2. 2. 

图 1.2.2 指出 , 只 有 当 两 个 命题 变 项 二 下 ,Q@ 二 本 时 方 有 
AQ 二 TT, 而 P,Q 只要 有 一 为 F; 则 PAQ = F, 这样 看 来 ， 
已 A 久 可 用 来 表示 日 常用 语 已 与 如, 或 PP 并 有 HQ. 

例 3 三 :教室 里 有 10 和 名 女 同学 . 

名: 教室 里 有 15 名 男 同学 . 
不 难看 出 ,命题 “教室 里 有 10 种 女 同 学 与 15 名 男 同 学 ”, 便 可 由 AQ@ 来 揽 述 了 . 
例 4 有 4; 今天 下 雨 了 ， 

如 : 教室 里 有 100 张 桌子 . 

可 知 AAB 就 是 命题 “今天 下 十 了 并 且 教 室 里 有 100 张 桌子 ”. 

已,4.83 都 是 简单 命题 . 通过 合 取 词 入 ,得 到 了 复合 命题 PA 人，A A B. 复合 命题 通 
过 入 还 串 得 到 复合 命题 的 复合 命题 . 

日 常 自然 用 语 里 的 联结 词 *" 和 ”、“ 与 ”"“ 并 且 ”. 一 般 是 表示 两 种 同类 有 关 事 物 的 并 列 关 
系 ( 如 例 3), 而 在 远 辑 语言 中 仅 叔 虚 命 题 与 命题 之 间 的 形式 关系 或 说 是 逮 辑 内 容 , 并 不 顾及 
日 常 自 然 用 语 中 是 否 有 此 说 法 . 这样,“ A”" 同 " 与 "“ 并 旦 "又 不 能 等 同 视 之 .人 恒 4 在 日 常 自然 
用语 中 古 不 会 出 现 的 语句 , 因 4, 号 毫 无 联系 ,然而 在 数理 逻辑 中 AAB 是 可 以 讨论 的 . 

日 常 自然 用 语 中 说,“ 这 台 机 孝 质 晤 很 好 ,但 是 很 足 ”, 这 句 话 的 会 义 是 说 同一 台 机 吴 质 
盘 很 既而 且 很 贵 ,车 用 PP 表示 "这 侣 机 器 质量 很 好 *, 用 昌 表示 “这 台 机 器 很 吐 ", 那 么 这 各 话 
的 远 辑 表示 就 是 卫 A@, 尽 管 这 条 话 里 出 现 的 联结 词 是 "但 是 ”, 总 之 , 合 取 词 有 “与”.“ 并 月 ” 
的 含义 ,小 辑 联 结 词 是 自然 用 语 中 联结 证 的 抽象 .两 者 并 不 等 同 ,这 是 需 注意 的 . 

二 
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图 1.2.2 


1.2.3 析 取 词 V 


村 下 词 Y 7” 中 全 汇价 时 联 : 取 符 对 , 将 隔 个 蕴 题 天 和 联结 旺 来 .构成 一个 

新 前 命 妆 PW 谍 作 忆 .2 风机 .我 、 人 作 情 或 多 ,这 个 新 命题 的 真 秆 与 构成 它 的 命题 让， 
个 的 垩 位 间 的 天 条 ,由 杆 最 问 开 值 事 规 定 . 刘 认 12. FF， 

由 2 指证 ， 当 悟 .2 有 一 到 位 为 了 TH， PW 全 


， i ;i 为 全 当 六 .位 均 屯 玉生 二 ,六 宇 Q 方 为 记 这 就 是 析 陪 
" | [ 洒 的 定 疾 六 外 可 国 证 由 者 自然 用 语 了 成 有 Q. 
| 例 $ 三 ,今天 强风， 

加 1 急 : 字 开 十 十 - 


合同 "今天 刊 风 或 首 下 而 "能 可 由 PYQ 来 描述 了 
例 6 ;2 小 二 3 
BH a 
时 玉 驶 是 命题 "2 小 于 3 或 者 下 是 加 的 由 于 2 于是 入 的 ， 所 以 AYBB 炎 取信 为 
请 的 "这 命定 取代， 
辕 样 者 计 刘 析 取 词 同 | 或 "的 异同 . 


1.2.4 蕴涵 词 习 


纺 湖 记 ”>" 也 是 个 元 命 显 软 结 词 , 洒 称 推断 符 与 .将 两 个 命题 六,&@ 联结 起 来 , 槐 汇 
个 新 的 从 题 PP 一 所 , 读 作 如 果 玉 出 外. 或 读 在 天 殖 池 名 ,如果 忆 那么 名 ,其 中 于 称 前 件 
(前 和 于 ,条 件 思 总 称 后 并 5 后 项 、 癌 论 ). 
加 虹 岂 有 当 玉 为 了 而 岛 为 人 上 了 一 人 一 出 了 = 下 .信任 意 , 或 P= 二 T,Q 一 1 1， 
Q 拘 取 值 为 ,入 值 表 风 图 1.2. 


引 人 -*+ 的 日 的 是 ,着 晶 用 来 描 壕 命题 间 的 推理 表示 加 PP 
果 关 系 . 实 际 上 ,图 1.2.4 灌 明了 : 
?人 二 了 下 若 记 二 醋 必 有 人 @ - 工 ， 而 木 会 所 肌 1 : : 
日- 下、 这 表明 也 -xQ@ 条 丙 了 户 是 久 成 六 的 充分 条 件 . i 


PQ 一 了 下 , 若 忆 一 下 可 有 QQ 二 全, 这 表明 一 QQ 图 
体现 了 产 不 必 是 氏 威 立 的 必 归 条 件 . 

使 用 玉 xQ 能 描述 推理 . 即 一 & 为 真 时 只 点 卫 为 黄 必 有 包 真 , 而 不 能 出 现 产 真 而 
但 假 践 吏 了. 到 于 户 为 假 时 , 日 取 舱 上 肥 很 ,并 不 违背 了 为 真 时 久 必 上 . 从 而 仿 可 规定 语 为 
假 时 .请 > 取 座 .这 当然 量 是 和 记过 @ 的 一 种 说 明 . 向 从 食 辑 上 涪 ， 本 了 本 按 真 入 表 定义 
六 > 呈 ， 滞 不 学 水 基 其 体 当 六 - 基 外 、 当 居 二 王 关 对 太一 间 真 值 的 相同 定义 方式 将 给 推理 的 
讨论 种 汪汪 国 的 考 示 形成 ， 电 是 让 评 的 ， 

全 2 的 其 搬 表 ， 吕 然 国 124 同 125 是 相同 的 . 在 天 .外 的 所 有 取 值 

六 PYG 都 有 峭 辐 的话 值 ， 于 让 可 记 作 

ry 下 让 守 科 和 辣 候 币 杆 以 等 导 联 纯 ) 


这 也 说 明 二 可 由 一 ,VY 来 表示 ,从 有 逻 红 上 看 "如 果 丰 则 QQ" 同 " 非 卫 或 @" 是 等 同 的 两 个 
命题 ， 


六 PVR 草 肖 词 ~ 与 自然 有 用语“ 如 果 … 和 那么 “有 - 黎 的 一 面 ， 

FF 1 可 表示 因果 关系 . 然而 了 ,外 是 无 关 的 命题 时 , 仙 输 上 允许 讨论 

P 一 Q. 并且 P= 下 则 了 一 Q = 工 , 这 在 自然 用 语 中 是 不 大 使 
CT IT 1 用 的， 

图 1.2.5 例 7 三 3 Cn 为 整数 ) 
名 :2 9 

命题 了-rQ 玫 示 “如果 了 人 3 那么 下 人 9 分 析 了 一 名 的 真 值 . 
(大 一 和 = 工 .例如 一 4>>3, 有 有 =16 僵 9, 这 符合 事实 了 -所 一 工 正 是 我 


们 所 期 望 的 可 用 PP-*@ 表示 让,@& 间 的 二 果 关 系 , 这 时 规定 一 @ 二 T 是 自然 的 . 
(2) 忆 二 了 @ 二 FF. 例如 ,x 计 3 而 之 9 这 是 不 会 成 立 的 , 也 可 用 人 @Q 表 示 六 .0 
间 的 因果 关系 是 不 成 立 的 ,自然 规定 P>8 = 工 . 
3) 成 三 下 而 外 二 下 或 .例如 ， 
n= 2<3 有 n= 二 4<9 
n 二 一 4< 民 3 有 二 16 半 99 
由 于 前 提 条 件 n 半 3 不 成 立 , 而 n> 9 成 立 与 否 并 不 重要 ,都 不 违反 对 自然 用 语 “ 恕 果 n 二 3 
那么 守成 立 的 肯定 .于 是 也 二 下 时 可 规定 Pr = 了. 当然 在 肯定 了 (1)，(2) 的 情况 
下 , 对 了 二 下 时 了 PQ@ 的 值 男 作 规 定 也 是 可 以 的 , 同样 不 违反 自然 语句 ^ 如 果 …… 那 么 
可 以 用 了 一 忆 来 描述 . 总 之 ,对 卫 Q 的 这 种 说 明 是 可 接受 的 , 但 也 不 是 说 只 有 这 样 
的 解释 才 是 合理 的 ， 
例 8 PP:2 二 2 一 5 
已 ! 雪 是 黑 的 
卫 -> 尽 就 是 命题 "如果 2 十 2 一 5, 那么 雪 是 黑 的 ”从 蕴涵 词 的 定义 看 ,由 于 2 十 2 王 
5 基 不 成 立 的 或 说 己 取 了 值 , 不 管 总 取 真 取 假 都 有 已 -> 包 一 工 
联结 词 一 ,， 较 ”、V 、A 难 于 理解 ,然而 它 在 逻辑 中 用 于 表示 因果 关系 ,因而 又 是 最 有 用 的 . 


1.2.5 双 条 件 词 > 
双 条 件 词 “**” 同 样 是 个 二 元 命题 联结 词 , 亦 称 等 价 符号 . 将 两 个 命题 卫 ,& 联结 起 来 构 


成 新 命题 P&, 读 作 了 当 且 仅 当 久 , 或 读 作 三 等 价 于 名 这 个 新 命题 的 真 值 与 也, 有 & 真 值 
间 的 关系 ， 内 双 条 件 词 的 真 值 表 来 规定 ,如 图 1. 2.6 所 示 ， 


图 1.2.6 指 出 只 有 当 两 个 命题 己 ,Q 的 真 值 相同 或 说 书 = PF 和 Peer 
QQ 时， PQ 的 真 值 方 为 工 , 而 当 已 ,Q@ 的 真 值 不 同时 , 忆 二 已 一 下 . - 

若 建 立 (P 一 Q) A CQ 一 中) 的 真 值 表 , 就 可 发 现 (P 一 @) 只 T FF F 
{(Q 一 中) 和 了 PerQ 有 相同 的 真 值 , 于 是 T IT 工 


《有 下) (各 一 卫 ) = 也 全 图 1.2,.6 
例 9 忆 ， 入 ABC' 是 等 腊 三 角形 
纺 : ABC 中 有 两 个 角 相 等 


命题 一 日 就 是 " 八 4BC 是 等 腊 太 角形 当 且 仅 当 作 4BC 中 有 了 两 个 角 相等 ". 显然 就 这 
个 例子 而 言 PQ 一 工 


巾 二 个 联 绩 间 所 定义 的 运算 是 数 厚 体 辑 中 最 基本 .最 常用 的 有 逻辑 运算 , :元 二 元 联结 词 
还 有 多 个 ,此 外 还 有 二 元 以 至 多元 的 联结 词 , 因 其 极 少 使 用 , 沈 且 区 都 可 由 这 五 个 基本 联结 
词 表 示 出 米 , 所 以 无 需 一 -定义 了 ， 

联结 词 是 由 命题 定义 新 命题 的 基本 方法 ， 

命 趾 涛 辑 的 许多 问题 都 可 化 成 是 计算 复合 命题 的 真 假 值 问题, 真 值 表 方 法 是 极为 有 卢 
的 工具 ,是 庙 十 分 重视 和 经 常 使 用 的 . 

由 联结 词 构成 新 命题 的 真 值 表 中 , 半 仅 由 两 个 变 元 了,Q@ 构成 的 新 命题 4 而 言 , 每 个 变 
元 有 TF 两 种 取 值 , 从 而 了 ,& 共有 四 种 可 能 的 取 值 , 对 应 于 真 值 表 中 的 四 行 , 每 一 行 下 命 
题 4A 都 有 人 确定 的 真 值 . 对 P,Q 的 每 组 真 值 组 合 ( 如 P ==, 外 二 下) 或 说 真 秆 指 派 , 都 称 作 
命题 如 的 “个 解释 , 一 般 地 说 ， 当 命 古 4 依赖 于 命题 P.，…, PP; 时 , 刚 由 Pi,…,P, 到 A 的 
真人 袁 就 有 2" 行 , 每 一 行 对 应 着 P.，…,， 了 ,的 一 组 真 值 ,在 这 组 真 值 下 ,4 的 真 值 篆 之 市 
定 ,PP ,了 ,的 每 组 真 值 都 称 作 命题 4 的 一 个 解释 .44 有 外 个 解释 , 命题 的 解释 用 符 叶 了 
表示 ， 

由 于 数理 迪 辑 是 采用 数学 的 符号 化 的 方法 来 研究 命题 间 最 一 般 的 真 值 规律 的 ,条 不 泪 
及 判 斯 一 个 命题 本 身 如 何 取 真 取 假 ,不 磊 命 题 的 具体 含义 ,而 是 抽象 地 .形式 地 讨论 还 辑 关 
系 ,这 就 导致 了 数理 逻辑 中 所 讨论 的 命题 与 自然 用 语 的 差异 . 

联结 词 入 ,Y¥ ,一同 构成 计算 机 的 与 门 、 或 门 和 非 门 电路 是 相对 应 的 , 从 而 命题 逻辑 是 
计算 机 硬件 电路 的 表示 ,分 析 和 设计 的 重要 工具 . 也 正 是 数理 逻辑 应 用 于 实际 ,特别 是 应 用 
于 计算 机 学 科 推 动 了 其 自身 的 发 展 . 


1.3 合式 公式 


命题 公式 是 命题 逻辑 讨论 的 对 象 , 而 由 命题 变 项 使 用 联结 词 可 构 威 任意 多 的 复合 命题 ， 
如 一 了 AQ, PAQVR,， PQ 等 .它们 是 否 都 有 意义 呢 ? 只 有 一 个 联结 词 的 命题 -' 了， 
AQ@. PQ 当然 是 有 意义 的 . 由 两 个 联结 词 构成 的 命题 PAQYVYR 至 少 意义 不 明确 , 是 先 
作 请 AQ 有 再 对 尺 作 ,还 是 先 作 Q@YR 再 对 P 作 太 呢 ?一 P AQ 也 有 同样 的 间 题 .解决 运 息 
次 序 是 容易 的 , 可 像 初等 代数 那样 使 用 括号 的 办 法 , 在 逻辑 运算 中 也 常 使 用 图 括号 来 区 分 
运算 的 先后 次 序 . 这 样 由 命题 变 项 .命题 联结 词 和 略 括 号 便 给 成 了 命题 逻辑 的 全 部 符 叶 . 进 
- 步 的 问题 是 建立 一 般 的 原则 以 便 生 成 所 有 的 合法 的 命题 公式 ,并 能 识别 什么 样 的 符号 申 
是 合法 的 (有 意义 的 》 

会 式 公 式 ( 简 记 为 到 ff) 的 定 闵 ; 

(1) 简单 命题 是 合式 公式 . 

(2) 如 果 有 是 会 式 公 不 .那么 一 A 也 是 合式 公式 ， 

(3) 如 果 有 ,B 是 合式 公式 , 那么 CIABY, (AVB) (C4A 斑 户 和 (tA) 是 合式 公式 ， 


(4) 当 且 仅 当 经 过 有 限 次 地 使 用 (1),52),(3) 所 组 成 的 符 续 串 才 是 人 台式 公式 ， 

这 个 定义 给 出 了 建立 合式 公式 的 一 般 原 则 ,也 给 出 了 识别 一 个 符号 串 是 否 是 合式 公式 
的 原则 ， 

这 基 弟 上 归 ( 归 纳 ) 的 定义 .在 由 义 中 使 用 了 所 要 定义 的 概念 ;如 在 2) 和 和 (3) 中 都 出 击 了 所 
要 定义 的 合式 公式 字样 ;其 次 惰 定 义 中 规定 了 初始 情形 ,如 (1}) 中 指明 了 已 知 的 简单 命 利 是 
合式 公式 ， 

条 件 (4) 说 明了 万 些 不 是 合 趟 公式 ,而 人 7 42) 3) 说 明 不 了 这 一 点 ， 

依 定义 , 若 判 断 一 个 公式 是 否 为 合式 公式 ,必然 要 尼 层 解脱 回归 到 简单 命题 方 可 判定 . 

了 TPAQ), (PPAO ,PT ARR PPR) 都 是 合式 公 式 . 而 -PYQ 
YP 一 一 ( 入 ))，CP 一 入 者 不 是 合式 公式 ,因为 没有 意义 ,我 们 不 讨论 ， 

在 实际 使 用 中 ,为 了 减少 圆 括 导 的 数量 ,可 以 引 和 人 人 一些 约定 ,如 规定 联结 词 优 先 级 的 办 
法 ,可 按 ”，A，,VY ,一 ,= 的 排列 次 序 安排 优先 的 级 别 , 多 个 向 一 联结 词 按 从 左 到 有 的 优先 
次 序 . 这 样 , 在 书写 合式 公式 时 ,可 以 省 去 部 分 或 全 部 圆 括 号 , 通常 采用 省 略 一 部 分 又 保留 一 
部 分 括号 的 办 法 ,这 样 选择 就 给 公式 的 阅读 带 来 方 僵 . 如 

(P(tQYVYR)) 可 写成 P=>(QY R) 或 PQYVR. 

{P(tPR)) 可 写成 PtP 一 R).， 

命题 演算 中 只 讨论 合式 公式 ,为 方便 起 见 , 将 合式 公式 就 称 作 公式 . 


1.4 重 言 式 


1.4.1 定义 


命题 公式 中 有 一 类 重 谨 式 . 如 果 一 个 公式 ,对 于 它 的 任 一 解释 了 7 下 其 实 值 都 为 真 ,就 称 
为 重 言 式 ( 永 真 式 }. 如 PY -P 是 一 个 重 言 式 ， 

显然 由 VY .A .一 和 一 联结 的 重 言 式 仍 是 重 喜 式 ， 

一 个 公式 ,如 有 某 个 解释 ,在 I 下 该 公式 真 值 为 真 ， 则 称 这 公式 是 可 满足 的 .如 了 PV 
@ 当 取 五 = (本, 了 F) 即 了 卫 == 全 ,人 @ 一 下 时 便 有 PYQ 二 TT, 所 以 是 可 满足 的 , 重 言 式 当 狼 是 
可 满足 的 . 

男 一 类 公式 是 矛盾 式 ( 永 假 式 或 不 可 满足 的 ). 如 果 一 个 公式 ,对 于 它 的 任 一 和 解释 了 下 真 
值 都 是 假 , 便 称 是 矛盾 式 . 如 已 A 一 已 就 是 矛盾 式 . 

不 难看 出 这 三 类 公式 间 有 如 下 关系 : 

(1) 公式 在 永 真 ， 当 且 仅 当 一 A 永 假 . 

(2) 公式 菇 可 满足 , 当 且 仅 当 一 4 非 永 真 . 

《3) 不 是 可 满足 的 公式 必 永 假 . 

(4) 不 是 永 假 的 公式 必 可 满足 ， 


1.4.2 代入 规则 


4 是 一 个 公式 ， 对 4 使 用 代 人 规则 得 公式 已 , 若 4 是 重 言 式 ， 则 五 也 是 重 言 式 ， 
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为 保证 重 言 虑 经 代入 规则 们 秤 到 保持 ， 要求 ， 

fl1) 公式 中 被 代 挽 的 只 能 是 命题 灾 元 ( 原 于 命题 }. 向 不 能 是 复合 命题 ， 

如 可 用 (号 ) 有 来 代 换 某 公 式 中 的 已 ,1i 记 作 -RAAT :而 不 能 反 过 来 将 公式 中 的 (RAS) 
以 取代 之 . 

这 一 灾 求 日 以 民 数 的 例子 米 谤 明 , 如 对 

Ca Oa Dap Cp 

订 用 一 vd 代入, 仍 溉 保持 等 式 成 立 . 而 加 将 4 一 二 用 吧 代 入 :结果 左 端 得 feed, 而 右 疹 
无 法 代入 cd, 不 能 保持 等 成 成 立 了 了 ， 

(2) 对 公式 中 革命 题 变 项 施 以 代入 ,必须 对 该 公式 中 出 现 的 所 有 同一 命题 恋 项 代 换 同 
一 公式， 


般 地 说 ,公式 4 经 代入 规则 可 得 任 一 公式 ， 丽 仅 当 4 是 重 言 式 时 , 代入 后 方 得 保持 ， 


如 A Py -人 帮 代 入 = 得 只 一 一 外 V 一 龟 仍 是 重 言 式 . 若 将 ” 己 以 息 代 之 得 
BB 二 PVYRQR( 这 不 是 代入 ,违反 了 规定 (2)) 不 是 重 言 上 了 . 

在 第 3 章 公理 系统 中 ,代入 规则 视 作 重要 的 推理 规则 经 常 使 用 ， 

可 使 用 代入 规则 证 明 重 言 式 ， 


例 1 判断 CRYS) Y 一 (RYS) 为 重 言 式 , 
因 PV ~ 忆 为 重 言 式 , 作 代入 zR 和 1755, 便 得 (RVS) V- (CRVS) 依据 代入 规则 ,这 公 
式 必 是 重 言 式 . 
例 2 的 
不 难 验证 (4A CA 一 B8))-x8B83 是 重 言 式 ， , 作 代入 全 53， py 
(RVS)IACORYVSI PY ON PVAQ) 


, 便 知 


1.5 命题 形式 化 


前 面包 介绍 的 五 个 联结 间 及 其 与 自然 用 语 的 联系 和 区 别 , 为 直 然 语句 的 形式 化 作 了 准 
备 .，- 些 推理 问题 的 描述 , 常 是 以 自然 语句 来 表示 的 , 需 首 先 把 自然 语句 形式 收成 逻辑 语 育 ， 
即 以 符 导 表示 的 逻辑 公式 ,然后 根据 昌 辑 演算 规律 进行 推理 演算 . 这 一 节 讨 论 自然 语句 的 形 
式 化 ， 

形式 化 过 程 . 先 要 引入 些 命题 符号 了 ,QQ,… 用 来 表示 自然 语句 中 所 出 现 的 简单 命题 ， 
进而 依 自然 语句 通 过 联结 词 将 这 些 命题 符号 联结 起 来 ,以 形成 表示 自然 语句 的 合式 公式 , 这 
个 过 程 要 注意 自然 语句 中 某 此 联结 词 的 逻辑 会 义 ， 


1. 5.1 简单 自然 语 甸 的 形式 已 


G) 北京 不 是 村 庄 . 
令 已 表示 "北京 是 和 村庄 ”, 于 是 (1) 可 表 扩 为 一 忆 


(2) 李 明 吴 聪明 艾 用 功 . 

令 了 表示“ 李 明 隔 明 ”,@ 表 水 “" 李 明 用 功 ”, 于 是 (2)9 吕 表示 为 PAQ. 

(3) w 2 是 有 理 数 的 话 ,2 v2 也 是 有 理 数 . 

令 忆 表示 *w 2 是 有 理 数 ”,Q 表示 “2 w 2 是 有 理 数 ", 于 是 (3) 可 表 直 为 P-. 


1.5.2 较 复 杂 自 然 语句 的 形式 化 


需 注意 的 是 过 辑 联 结 词 是 从 自然 语句 中 提炼 抽象 出 来 的 , 它 仅 保 留 了 有 逻辑 内 容 , 而 把 自 
然 语 句 所 表达 的 主观 因素 .心理 因素 以 及 文艺 修辞 方面 的 因素 全 部 撒 开 了 ,从 而 命题 联结 词 
只 表达 了 目 然 语句 的 一 种 客观 性 质 . 又 由 于 自然 语句 本 身 并 不 严谨 , 常 有 一 义 性 ,自然 会 出 
现 局 一 自然 语句 的 不 等 价 的 逻辑 描述 ,其 根 由 在 于 人 们 对 同一 自然 语句 的 不 同 理解 . 

例 1 张 三 与 李 四 是 表 兄 弟 . 

这 是 普通 的 自然 用 语 , 它 是 一 个 命题 , 令 以 只 表示 , 若 形 式 地 规定 : 

也; 张 三 是 表 兄 弟 ， 
妨 : 李 四 是 表 兄 弟 . 

那么 RR 二 PAQ. 

显然 ,这 样 的 形式 化 是 错误 的 . 原因 很 简单 .“ 张 三 是 表 兄 弟 ”,* 李 四 是 表 兄 弟 ” 都 不 是 命 
题 . 实际 上 *”* 张 三 与 李 四 是 表 兄 弟 ” 才 是 一 个 命题 ,而 且 是 一 个 简单 命题 , 这 例子 说 明 自然 语 
名 中 的 “与 ?不 一 定 都 能 用 合 取 词 来 表达 ， 

例 2 张 三 或 李 四 都 能 做 这 件 事 ， 

这 句 话 中 的 “或 "不 一 定 就 用 析 取 词 来 表示 ,应 允许 有 的 人 把 这 命题 的 内 容 理解 为 ; 张 三 
能 做 这 件 事 而 且 李 四 也 能 做 这 件 事 ,这 样 ,这 各 话 便 可 用 AQ 的 形式 表示 了 ， 

例 3 给 了 三 个 命题 

小: 今 晚 我 在 家 里 看 电视 ， 

BB: 今 晚 我 去 体育 场 看 球赛 . 

C; 今 晚 我 在 家 里 看 电视 或 去 体育 场 看 球赛 . 

问题 是 C 与 4YB 是 否 表 达 的 是 同一 命题 呢 ? 回答 是 否定 的 . 因为 C 同 4,B 的 走 值 关 
系 应 由 图 1.5.1 给 出 . 

这 表 的 前 3 行 很 容易 理解 , 面 第 4 行 是 说 今 晚 我 在 家 看 电视 ,又 去 体育 场 圭 球 赛 . 显然 
对 同一 个 人 来 说 这 是 不 可 能 的 ,从 而 这 时 CC 的 真 值 为 F. 这 就 说 明了 C 与 4VYB 逻辑 上 是 不 
相等 的 , 即 C 中 出 现 的 “或 ”不 能 以 "VY "来 表示 . 

由 图 1. 5.1 给 出 的 C 同 4, 8B 的 逻辑 关系 , 常 称 为 异 或 (不 可 兼 或 ), 以 表示 ,有 

C=AVB 


不 难 验 证 
C= hmAAB)Y Y (AATB) 
车 以 刀 , B 分 别 表示 一 位 二 进 制 数字 , 则 CC 就 表示 了 有 4 与 8B 的 和 
《不 考虑 进位 )， 
例 4 今天 我 上 班 , 除非 邻 天 我 病 了 . 


中 
-| 
dn 


»10.: 


以 卫 圾 于 今天 我 病 了 ,总 点 示 今 大 我 上 班 ， 例 4 是 个 因果 关系 ,意思 是 如 果 今 天 我 本 
病 , 那么 我 上 班 . 所 以 可 岳 述 成 "成 一 名 ， 


1.6 波兰 表达 式 
数理 驾 辑 也 谓 之 符号 逻辑 . 自然 对 -个 公式 如 何以 符号 描述 是 给 以 关注 的 , 像 括号 的 便 


用 ,联结 词 的 中 辍 .前 辍 .后 辍 彤 工 的 选择 .都 直接 影响 着 同一 公式 描述 和 计算 的 复杂 程度 . 
若 用 计算 机 来 识别 .计算 .处理 逻 辑 公式 ,不 同 的 表示 方法 会 带 米 不 同 的 效率 . 


1.6,1 计算 机 识别 括号 的 过 程 


合式 公式 定 头 中 使 用 的 是 联结 词 的 中 办 表示 , 妈 引 入 括 导 以 便 区 分 运算 次 序 , 这 些 都 是 
大 们 常用 的 方法 . 

计算 机 识别 处 理 这 样 表示 的 公式 的 方法 , 需 反 复 自 左 向 右 , 自 右 向 左 的 扫描 . 如 对 公式 

(PY QAR)Y) VSAT) 

真 值 的 计算 过 程 斤 始 从 左 向 布 扫描 ,至 发 现 第 一 个 右 半 括 号 为 止 , 便 返 回 至 最 近 的 磷 半 括 
只 ,得 部 分 公式 (@ARI) 方 可 计算 真 信 . 随后 六 向 右 扫 描 , 至 发 现 第 二 个 右 半 括号 , 便 返 回 至 
第 二 个 左 半 括 号 ,于 是 得 部 分 公式 (PY (QAAR)) 并 计算 真 值 ,重复 这 个 过程 直至 计算 结束 ， 
如 图 1.6.1 所 示 的 扫描 过 程 1 一 2-*3 一 … 一 6-*7. 
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图 1.6.1 


这 圳 多 次 重复 扫描 ,显然 是 有 浪费 的 ,从 而 降低 了 机 器 的 使 用 效率 . 追 湖 这 种 重复 扫描 
的 原 内 并 不 在 于 使 用 了 括号 ,而 在 于 公式 的 中 辍 表示 方法 ， 


1.6.2 波兰 式 


- 般 地 说 ,使 用 联结 词 构成 公式 有 三 种 方式 ,中 轻 式 如 书 VQ, 前 色相 如 VPQ, 后 轰 栋 
PQY. 


前 缓 式 用 于 逻辑 学 是 由 波兰 的 数理 逻辑 学 家 Lukasiewicz 提出 的 , 称 之 为 波兰 表 
如 将 公式 PY CQYV ER)AS) 的 这 种 中 轰 表 示 化 成 波兰 py (QVyR) AS) 
式 , 可 由 内 层 括 号 逐步 向 外 层 脱 开 ( 或 由 外 层 向 里 逐 层 脱 开 ) -| | 
的 办 法 . 如 图 1. 5. 2. 
以 波兰 式 表达 的 公式 ,由 计算 机 识别 处 理 的 过 程 , 当 自 右 
向 左 扫 描 时 可 以 一 次 完成 ,避免 了 重复 扫描 , 同样 后 轻 表 示 
( 道 波 兰 式 ?也 有 同样 的 优点 ,而 且 自 左 向 右 一 次 扫描 (看 起 来 YPAVQRS 
更 合理 ) 便 可 识别 处 理 一 个 公式 ,很 是 方便 , 常 为 计算 机 的 程 图 1.6.2 
序 系统 所 采用 ,只 不 过 这 种 表示 的 公式 ,人 们 阅读 起 来 不 大 
习惯 . 


习 题 1 


1, 判断 下 列 语句 是 否 是 命题 ,并 对 命题 确定 其 真 值 . 
(1) 火星 上 有 生命 存在 . 
(2) 12 是 质数 
(3) 香山 比 华 山高 ， 
(4 十 人 一 2. 
(5) 这 盆 荣 莉 花 真 香 ! 
(86) 结果 对 吗 ? 
(7) 这 旬 话 是 错 的 ， 
《8) 假如 明天 是 星期 日 , 那么 学 校 放假 
2. 了 表示 今天 很 冷 ， 忆 表示 正在 下 雪 . 
(1) 将 下 列 命 题 符号 化 ; 
如 果 正 在 下 雪 , 那么 今天 很 冷 . 
今天 很 冷 当 皇 仅 当 正 在 下 雪 . 
正在 下 雪 前 必要 条 件 是 今天 很 冷 . 
《2》 用 自然 语句 叙述 下 列 公式 ; 
7PAQ PY TQ, PrQ, 7PYQ.H—0 PI PoQ 
3. 对 下 列 公式 直观 叙述 在 什么 样 的 解释 下 为 真 ， 并 列 写 出 真 值 表 来 验证 . 
(D7 PYR), -PPAR PAQ). 
(2) PYOAPY- OD PARQ YPA-Q). 
(3) (P70Q) 人 了 (POEQ). 
(4) PrR TQ P, P27 0, QP. 
(5) Pr{(Q—R), PAQ2R. 
4. 下 列 公式 哪个 是 重 言 式 ， 永 假 式 和 可 满足 的 , 并 用 代 估 规则 (对 重 言 式 }) 或 真 值 表 来 
验证 . 
C1) 三 -> 书 . 
»* 1]2" 


(2) (PYQ) rRQ YD)). 

(3) (QR (PY RQ) (PY RY) 

Cd OR) rt PK). 

(5) (P27Q)— (QP). 

(6) (P AQ LP YQ). 
5. 形式 化 下 列 自然 语句 . 

(1) 他 个 子 高 而 旦 很 胖 ， 

《2) 他 个 子 高 但 不 很 胖 . 

3) 并 非 “ 他 个 子 高 或 很 胖 ” 

(4) 他 个 子 不 高 也 不 胖 ， 

(5) 他 个 子 高 或 者 他 个 子 族 而 很 翌 . 

(6) 他 个 子 矮 或 他 不 很 翌 都 是 不 对 的 . 

(?) 如 果 水 是 清 的 ,那么 或 者 张 三 能 见 到 池 底 或 者 他 是 个 近视 眼 . 

《8) 如 果 逮 峨 是 虞 构 的 . 而 如 果 至 省 老人 也 是 虚构 的 . 那么 许多 孩子 受骗 了 . 
56， 将 下 列 公 式 写 成 波兰 式 和 道 波 兰 式 . 

(1) PQOV RVYS 

C2 PATREPYO 

(3) —— PY OA 号 


第 2 章 命 题 逻 辑 的 等 值 和 推理 演算 


推理 形式 和 推理 演算 是 数 殖 逻辑 人 研究 的 基本 内 容 , 自 然 介 绍 了 基本 概念 后 就 需 进 行 讨 
论 了 .命题 的 等 值 演算 也 可 看 作 是 推理 演算 . 推理 形式 是 由 前 提 和 结论 经 蕴涵 词 联结 而 成 
的 ,推理 过 程 是 从 前 提出 发 ,根据 所 规定 的 规则 来 推导 出 结论 ,我 们 讨论 的 是 前 提 真 结 沦 必 
然 真 的 演绎 推理 ， 

重 言 式 是 重要 的 邮 辑 规律 ,正确 的 推理 形式 ,等 值 式 都 是 重 言 式 . 所 以 对 重 言 式 的 讨论 
和 对 推理 的 讨论 实质 上 是 相同 的 ， 

这 章 对 命题 等 值 和 推理 演算 的 讨论 ,是 以 语义 的 观点 进行 的 非 形式 的 撒 述 ,目的 是 直观 
容易 理解 ,也 便于 实际 问题 的 逻辑 描述 和 推理 . 而 严格 的 形式 化 的 讨论 在 第 3 章 所 建立 的 公 
理 系 统 ， 

在 数字 电路 和 计算 机 硬件 的 设计 等 领域 ,命题 演算 获得 了 卓有成效 的 应 用 . 

这 章 的 前 6 节 讨 论 等 值 演算 ,后 4 节 讨 论 推 理 演算 . 


2.1 等 值 定理 


若 把 初等 数学 里 的 十 ,一 ,X .二 等 运算 符 看 作 是 数 与 数 之 间 的 联结 词 ,那么 由 这 些 联 结 
词 所 表达 的 代 效 式 之 间 , 可 建立 如 下 许 包 等 值 式 ， 
I y= (ty) ry) 
(XA+y) = Try 人 ty 
sin2z 十 costir = 1 


在 命题 逻辑 里 也 同样 可 建立 一 些 重 谈 的 等 值 式 ， 
2. 1.1 等 值 的 定义 


给 定 两 个 命题 公式 4 和 上 B, 而 也 ,-…,PP 是 出 现 于 A4 和 瑟 中 的 所 有 命题 变 项 ,那么 公 
式 刀 和 B 共 有 2" 个 解释 , 若 在 其 中 的 任 一 解释 下 ,公式 4 和 B 的 真 值 都 相等 , 就 称 A 和 
8 是 等 值 的 (或 称 等 价 ). 记 作 有 4 一 BB 或 A 对 BB. 

显然 ,根据 真 值 表 就 可 以 判明 任何 两 个 公式 是 否 等 值 . 

例 1 证 明 (PA-P)VQ = 0@, 

证 明 画 出 CPATP)YQ 与 的 真 值 表 可 看 出 ,等 式 是 成 立 的 , 见 图 2. 1, 1. 

例 2 证 明 PY-P = 人 QV-Q, 

证 朋 画册 已 V 一 已 ,外 V” 总 的 真 值 表 ,可 看 出 它们 是 等 值 的 , 而 且 它 们 都 是 重 言 式 . 

从 例 1. 例 2 还 可 说 明 , 两 个 公式 等 侦 并 不 要 求 它 们 - 定 含 有 相同 的 命题 变 项 , 若 仅 在 
等 化 端的 公 蕊 里 有 变 项 严 出 现 , 那么 等 式 阿 端的 公式 其 真 值 均 与 已 无 关 . 例 1 中 公开 

中 14 a 


(PPIVBSRN 的 具 值 玫 问 三 无 其 , 例 2 中 YP, QV 都 是 重 富 式 ,它们 的 攻 们 
也 者 与 已, 名 无 关 . 冉 有 对 例 1 和 例 2 来 说 .公式 的 解释 都 是 计 对 了 和信 的 设 定 ， 旭 1P.Q 
一 J 杆 , Fi 这 表示 了 二 了 ,一 


是 国 PP 
FF E Fi 
F ] E 下 
[ F E F 
Tr T F 1 
图 2.1.1 


2. 1.2 等 值 定 理 


定理 2.1.1 对 公式 和 脆 和 B44 二 BB 的 充分 必要 条 件 是 44 一 B 是 重 言 式 . 
若 4 一 如 为 重 言 式 (4,8 必 不 会 都 是 简单 命题 . 而 是 由 简单 命题 ,，-…, 已 构成 的 ,对 
二 .8 的 一 个 解释 , 指 的 基 对 Pj,，…， 五 的 一 组 其 体 的 真 值 设 定 ). 则 在 他 一 拥 释 下 ,志和 万 


证 明 是 容易 的 . 若 4rB 导 恒 言 式 , 即 在 任 - 一 解释 下 ,A=B 的 真 值 都 为 ,和 依 4 五 的 
定 久 内 有 在 A,8 有 相同 的 灶 时. 才 有 4 五 一 工 .于 是 在 任 -一 解释 下 , 4 和 吾 都 有 相 阿 的 
真 值 , 从 而 有 有 有 4==B, 反 过 来 ,车 有 有 一 B, 即 在 任 : -解释 下 和 4 和 5 都 有 相同 的 真人， 依 
eB 的 定 关 4B 内 有 为 真 , 从 人 而 4m=B 是 重 言 式 . 

有 了 这 个 等 值 定理 .还 明 两 个 公式 等 从 , 只 权证 明 由 这 两 个 公式 构成 的 站 条件 式 足 重 
语 式 ， 

不 要 将 "= 二" 视 作 联 结 词 ,在 合式 公 成 定义 里 没有 * 王 "出 现 . 我 们 是 将 A = 二 看 成 四 表 
沙 公 武 叫 与 总 的 一 种 关系 . 这 和 神 关 系 具 有 3 个 性 质 : 

(1) 月 反 性 A 二 A. 

(2) 对 称 性 车 4 二 B88. 则 B= .1. 

i) 和 信道 性 若 让 = BB 一 个 则 A = 二 记 , 

这 条 忻 质 体现 了 “二 ”的 实质 含义 . 


2.2 等 值 公式 
2.2.1 基本 的 等 值 公式 (命题 定律 ) 


(1) 双重 否定 律 
-1 =P, 

(2) 结合 律 
PVAOIVER 2 PY QR). 
PAOIAR = PAIOAR). 


(Pre 上 二 站 (人 是)， 


CP- 包 7 一 民 关 已 (人 一 及 )， 
(3) 交换 律 
PYQ = QYT. 
PAQ = QAP. 
PoeQ = QoP. 
PQ A QP, 
i4) 分 配 律 
PY ‘QAR = (PYQYAD YR). 
PA(QYVR) = (PAQIY (PAR). 
Pr(Q—R) = (PQ (PR). 
PelQoR) A (POQmPoR). 
(5) 等 者 律 ( 恒 等 律 ) 
PYyP=P. 
PAP= PP. 
已 -> 书 一 工 ， 
PP 一 工 , 
(68) 吸收 律 
PY{PAQ) 一 
PACPYAR? = 
(7) 摩根 律 
-PYQ) = -PAAQ. 
-PAQ) = ~ PY-Q,. 
对 蕴涵 词 . 双 条 件 词 作 否 定 有 
-7 {P=Q) = PATQ. 
(正人 向 ) = "POR = PorQ= CPAROY DPA- QR) 
《8) 同 -' 律 


1 1 
局 四 


PYF=P 
PAT=P. 
T=>P=P. 
T=P=P 

还 有 
PF=-P. 
Fe = 一 也， 

(9) 零 律 
PYT=T 
PAP =F 

壕 有 

P.>T=— 全 


(10》 补 余 律 
PY-7P= 1. 
PATP=F. 
还 存 
PP= -Ph, 
"PP 7. 
Te 一 上. 
所 有 这 些 公式 ,都 可 使 用 直 值 表 加 以 验证 . 若 使 用 文 氏 (Venn) 图 (参见 9. 4.1 车) 也 容 
易 理解 这 些 等 值 式 , 这 种 图 是 将 P,Q 理解 为 某 总 体 论 域 上 的 子 集合 , 而 规定 PAQ 为 两 集 
合 的 公共 部 分 (交集 合 }， PYV QQ 为 两 集合 的 全 部 (并 集合 ) ,~ 了 为 总 体 论 域 (如 答 形 域 ) 小 
的 余 集 ,关于 集合 沦 的 内 容 详 见 第 9 章 . 如 图 2. 2. 1 所 示 . 


六 本 六 名 HH 
CD | 1 


PA PY 一 下 


从 文 多 图 看 公式 6 就 很 容易 了 , 因 了 了 AQ 较 了 来得" 小”, PYQ 较 也 来 得 "大". 从 而 有 
PVPAQ}Y =P,PA(PYAQ) = PP, 
若 将 WY， 入 分 别 以 十 和 ， 来 表示 , 于 是 
PV QAR) = PVAQINDPY RR) 
化 成 PP 十 Q@* Reo(P 二 AQ): (P+ RR). 


PYP=P 
化 成 十 记 =P, 
PAP=P 
化 成 PP， 记 二 卫 . 
PVPAQ)S=P 


化 成 PP 十 PP:Q=P, 
PAPYER)=P 

化 成 PP， P+) = 也 

这 些 以 一 "表示 的 等 式 , 在 实数 域 里 明显 地 不 成 立 ， 这 就 提醒 我 们 ,与 .或 的 远 辑 运 算 
问 数 的 十 ,， 运算 是 有 区 别 的 . 

对 这 些 等 成 使 用 自然 用 语 加 以 说 明 ; 将 有 助 于 理解 . 如 了 表示 张 三 是 掌 生 , 和 @ 表示 本 四 
是 [人 , 奢 么 -CP YQ@) 就 表示 并 非 “ 张 三 是 学 生 或 者 李 四 是 工大 ”这 相当 于 说 ,“ 张 三 不 是 
学 生 而 且 李 四 也 不 基 工 人 ”, 部 可 由 一 已 Am 入 表示 ; 从 而 有 -PYQ) = "PA-Q. 


2.2.2 常用 的 等 值 公式 


山王 大 们 对 一 、V ,太史 为 熟 亚 , 常 特 但 有 王 和 各 汪 的 公 忒 化 成 侈 含有 一 、V、 太 的 公式 .这 


"i 


也 大 让 明和 理解 含有 一 ,一 的 公式 的 一 般 方法 ， 

下 面 将 鉴 介绍 的 公式 11~18 是 等 值 演算 中 经 常 使 用 的 ,也 该 掌握 它们 ,特别 是 能 直观 
地 解释 它们 的 成 立 ， 

{11) PrRQ = 一 天 VS， 

着 党 对 六 ->Q@& 进行 运算 时 .不 如 用 -PYBQ 来 得 方便 .而 且 以 -PYQ 表示 P=Q 帮助 我 
们 理解 “如 果 卫 则 QQ@* 的 逻辑 合 义 . 问题 是 这 种 表示 也有 和 缺点 ,丢失 了 ,QQ 间 的 因果 关系 ， 

(12) PQ 一 "QP, 

如 将 P 一 @ 视 为 正定 理 , 那么 ~“ 全 -PP 就 是 相应 的 逆 否 定理 , 它们 必然 辣 时 为 真 , 同 
时 为 假 ， 所 以 是 等 值 的 ， 

(13) 已 (QQ 一 玉 ) = (PAQI—R. 

性 是 (QQ 一 及 ) 的 前 担 , 妨 是 灵 的 前 握 ， 于 是 可 将 两 个 前 提 的 侣 取 已 A 久 作为 总 的 前 提 . 
妈 如 果 情 则 如 果 及 则 上 R, 等 价 于 如 果 已 与 已 则 玉 ， 

(14) PeoR = (PAQYY ~ PAT OY), 

这 可 解释 为 PemQ 为 真 ， 有 两 种 可 能 的 情形 , 基 (P AQ) 为 真 或 (PA 一 外 ) 为 真 , 而 
PAQ 为 真 , 必 是 在 P == Q@ 二 醋 的 情况 下 出 现 , ~ 也 A 一 QQ 为 真 , 必 有 是 在 已 一 急 二 下 的 情 
况 下 出 现 . 从 市 可 说 , PrQ 为 真 ， 是 在 已 ,Q 同时 为 真 或 启 时 为 假 时 成 立 . 这 就 是 从 取 真 来 
措 述 这 等 式 . 

15) PerQ = (PYT7O A OPY EQ). 

这 可 和 解 台 为 Po 为 假 ， 有 两 种 可 能 的 情形 ， 即 (PY 一 QQ) 为 假 或 个 PYQ) 为 很 ,而 
PY-Q 为 假 , 必 且 在 P 二 FF, Q 一 工 的 情况 下 出 现 ,~-PYQ 为 假 ， 必 是 在 P= T,Q= 下 
的 情况 下 出 现 .从 而 可 说 Pe@ 为 假 , 是 在 PP 真 Q@ 假 或 PP 假 Q@ 真 时 成 立 .这 就 是 从 取 假 来 

(16) PoQ = (P27) A (QP), 

这 表明 Po 成立 ,等 价 于 正定 理 PQ 和 逆 定 理 Q@ 一 P 都 成 立 . 

(17) Pr(Q—R) = QQ (PR), 

前 所 条 件 ,@ 可 交换 次 序 . 

(18) CP7R)A(QTR)TS (PY QR, 

正 端 说 明 的 是 由 了 而且 由 包 痢 有 民 成 立 . 从 而 可 议 说 由 卫 或 @ 就 有 民 成 立 , 这 就 是 
等 式 右 端 ， 


2.2.3 置换 规则 


对 公式 4 的 子 公式 ， 用 与 之 等 值 的 公式 代 换 称 为 置换 ， 

置换 规则 ”公式 4 的 于 公式 置换 后 ,A 化 为 公式 B, 必 有 A = 8. 

当 元 是 重 言 式 时 , 置换 后 的 公式 B 必 也 是 重 言 式 . 

十 换 与 代 人 是 有 区 别 的 , 置换 只 要 求 4 的 菜 一 子 公式 作 代 换 , 不 必 对 所 有 同一 的 子 公 
式 郁 作 代 换 . 

在 等 值 演算 过 程 中 , 常 无 意识 的 使 用 了 滤 换 规则 . 这 里 只 不 过 是 对 置换 规则 给 于 明确 
涪 明 ， 

+ l= 


2.2.4 等 值 演 算 举 例 


例 1 证 明 中 PACQAROYV RARIV PAR) = R, 


证 了 明 

左 回 = 二 PACQARDY UUQYVY DR) (分配 律 ) 
人) {结合 律 ) 
= (PVAOIARIYV OV PIAR) {摩根 律 》 
= PVOOYV RV PDAR (分 配 律 ) 
= (PVA PVYEQNAR (交换 律 ) 
=TAR ‘ 置 ” 换 ) 
=R ( 同 -- 律 ) 


例 2 斌 证 CPVQIAPD0PAQVYVTRIDVC PPA-OIVYCmPAM RY = T, 
证 阴 


左 问 二 (CPVQIAMCPY (QARIDYNT OPY QI NPY ERY) 《摩根 律 》 
=tPVOIAPYEIANDPY ROYVTIPY AN PY R)) (分 配 律 ) 
PVAOIACDY ROVITIPY OADY RY (等 完 律 ) 
一 工 , ( 置 换 ) 


从 例 中 可 看 出 ,一 个 命题 公式 的 宸 示 形 式 并 不 是 唯一 的 ,可 以 有 多 种 不 同 的 表达 式 , 通 
过 等 值 演算 可 以 寻求 出 最 简单 的 偿 辑 表达 式 . 在 数字 电路 中 , 当 电 路 的 功能 明确 后 ,如 何 污 
求 简单 而 又 可 靠 的 电子 线路 ,等 值 演算 为 此 提供 了 有 力 的 手段 . 


2.3 命题 公式 与 真 值 表 的 关系 


对 任 依赖 于 命题 变 元 疡 :已 的 命题 公式 4 来 说 ,可 根据 PP ,…,P, 的 真 值 给 出 有 4 
的 真 值 ,从 而 建立 起 由 PP;,…,P, 到 AA 的 真 值 表 . 这 个 由 公式 列 写真 值 表 的 过 程 是 容易 的 . 

反 过 来 , 若 给 定 了 由 Pi,… ,了 ,到 A4 的 真 值 表 , 是 省 可 以 写 出 命题 公式 和 4 对 Pi 了， 
的 逻辑 表达 式 呢 ? 回 管 是 肯定 的 . 

例如 有 如 图 2. 3.1 所 示 的 真 值 表 , 可 列 写 出 4,B 由 卫 ,@ 表 这 的 公 碟 来 . 


产 铀 有 4 B “4 国 

EF EF T 工 F T 

上 T T T F F 

T F F F T T 

T T T F F 任意 
图 2.3.1 


2.3.1 从 来 列 写 


从 图 2.3.1 看 二 的 真 信和 如 何 依赖 于,Q@ 的 真 值 , 在 图 中 的 第 ] .第 2 利 第 4 行 ,a 
:9+ 


值 为 工 即 闷 取 工 有 三 种 可 能 的 情形 ,或 第 一 种 情形 , 或 第 二 种 情形 , 或 第 三 种 情形 . 从 
而 有 
A = CN CV Ce), 
进而 分 析 每 种 使 4 为 真 的 情形 .第 一 种 情形 基 已 一 下 ,一 下 同时 出 现 , 也 避 ~PA"mQ@ 出 
现 ( 为 起 ), 十 是 可 将 Ce 站 写成 (一 忆 太 了 丰 ), 同 理 Cr 入 ); 应 分 别 写 成 喇 PAQ}Y 和 PA 
已 ). 于 是 得 
A= PA-QIY HIPAAQ YPAN), 
同样 可 得 
B= CPA-OVY iPAA). 
考虑 到 对 六 汪 说 , 取 工 的 解释 个 数 ( 为 3) 多 于 取 下 的 解释 个 数 ( 为 1)， 上 自然 在 真 值 表 
中 补 上 一 44 列 为 好 ,以 便 对 -4 列 写 
A= PATQ 
恒 可 得 
A= -PA-Q). 


2.3.2 从 了 来 列 写 


从 图 2.3.1 看 吾 的 真 值 F,， 如 何 依赖 于 已, 包 的 真 值 . 在 图 中 的 第 3. 第 4 行 ,号 值 为 下 
即 户 取 下 有 两 种 可 能 的 情形 , 或 第 一 种 情形 , 或 第 二 种 情形 , 从 而 有 
B= CAA), 
进而 分 析 每 种 使 BB 为 假 的 情形 . 第 一 种 情形 是 了 = 了,@ = 下 出现, 了 电 即 一 户 YQ 为 假 , 于 
是 可 将 (写成 (mn PYQ). 同 理 (*'): 写 成 ("PY 了 Q). 于 是 得 
B= PYAOACOPYn AQ). 


阿 样 可 得 
4A4= CPYQ). 
要 注意 的 是 这 两 种 列 写 公式 的 区 别 , 首先 是 区 分 从 还 是 从 下 来 列 写 , 分 别 得 到 
(AVI ADVCA 
形 和 
Ce Ve AC VY DACV，) 
形 的 不 同 结构 . 再 者 , 在 填写 文字 了 P,Q 时 , 何 时 加 否定 也 是 有 区 别 的 . 
表 有 当 列 写 公式 CC 时, 因 图 2. 3.1 中 对 解释 {请 , 人 @) = {了 ,TT} 时 , C 取 何 值 可 任意 , 或 
说 已 与 1P, Ql} = {TT,T} 无 关 , 这 时 可 适当 选取 人 的 真 值 , 以 使 C 的 表达 式 简 单 . 


2.4 联结 词 的 完备 集 


除了 所 详 述 过 的 五 个 联结 词 外 , 还 可 定义 更 多 的 联结 词 . 像 计 算 机 的 硬件 电路 设计 分 
析 就 常 使 用 它们 ,如 
异 或 ( 半 加 ) Vi; PVQ= PAQY (PAOQ) 
与 非 (PhQ= 7 PAO) 
* 2 + 


或 非 tT:PrRo PVR) 
等 联 引 词 ， 

问 匮 是 对 5 个 命题 变 项 ; 户 素 说 ， 共 可 定 关 出 多 小 个 联结 词 ?” 还 可 以 问 ， 企 那么 
多 联结 语 中 有 多少 是 强 立 的 ? 


2.4.1 命题 联结 词 的 个 数 


按照 合式 公式 的 定义 ,由 命题 变 项 和 命题 联结 词 可 己 构 造 出 无 限 多 个 合式 公 碟 . 吕 把 所 
有 的 合式 会 式 期 以 分 类 ,将 等 值 的 公式 视 为 同 -- 类 ,从 中 选 一 个 作 代 表 称 之 为 真 值 函 项 . 对 
… 个 真 值 晒 项 就 有 一 个 联 关 词 与 之 对 应 ， 

一 元 联结 词 是 联结 :个 命题 变 项 的 ,如 王 . 它 取 值 上 只 有 嘉 假 两 种 情形 ,于 是 联络 启 作 用 
十 ,可 建立 4 种 不 同 的 真 值 是 项 , 相应 的 可 定 祥 出 四 个 不 同 的 一 元 联结 词 ,iff 
图 2.4.1 给 出 了 这 些 联 结 词 上 或 说 真 值 函 项 ft) 的 定义 ， 


P hp iP) 了 2D} 
F F F 1 T 
TT F T FT 
图 2,4.1 
号 出 真 值 晃 项 : 
天 (PP) 一 工 ， 
FithP) = PP, 
ftP)y = iP, 
ftP) = T. 


其 中 f.(P) 是 水 假 式 ,fC 了) 是 水 真 式 , 均 与 已 无 关 ,， 而 《了 P) 就 是 变 项 P 本身, 从 而 新 的 
公式 只 有 (Py 了 ,这 就 是 由 否定 词 所 建立 的 真 值 函 项 . 

二 无 联结 词 联结 两 个 命题 变 项 ,两 个 变 项 P,Q 共有 4 种 取 值 情形 ,于 是 联结 词 作 用 于 
,2 可 建 亲 起 16 种 不 同 的 真 全 话 项 , 相应 的 可 定义 出 16 个 不 同 的 二 元 联结 词 eg Pi，…， 
:图 2.4,2 给 出 了 这 些 联 结 词 g, 眶 说 真 值 沙 项 gCP, 人 Q) 的 定义 . 


出 Kut a) E11) 县 中奖 全 Wa) gt dd) Bit 人 
FF F F 工 F F F EF F 
下 T F EF F F 工 工 工 
工 F F 下 工 工 下 F 工 
T T 上 T F T F 工 工 
Et) Et) Ret ,RN) Et EI Pt) sit.) 下 1 于是 ,全 了 中 上 [五 .局 ) EL 
I T T T T 工 工 T 工 
工 F F EF F 1 T 工 工 
工 F F 工 工 Ff 下 T 工 
] F 个 F 工 F 工 F 1 
图 2.4.2 
节 出 各 真 值 画 项 : 


gD 一 下 ， 


FPR = PAQ, 
KPOQ) = PATR, 


gt = CPATOOIYV EPAR)Y = PAITRVYR) = PP. 
gm) 二 7 PAN, 
gD = PAROVIPARI = OPVYPIAAQ = Q, 


grtPQ) = PYVA, 

gD) = PYAR, 

如) = PARQ = PreQ, 

FP = Pm, 

Bu Ro OPATOIV PA = PYPIATR = 7Q, 

gt = PY 一 总 一 也， 

gu = PATOIV OPARQ) = TPACmAQYGQ) 一 -PP, 

gi) = PYAR = Prt 

gutPQ) = TPYTR = PR, 

gt 一 工 . 

所 能 定义 的 二 元 联结 词 就 这 些 了 ,所 熟悉 的 YA .一 .以 及 V 、 + 、 + 都 包括 在 内 了 . 
水 真 式 水 假 式 还 有 ?7 种 联 绪 词 , 不 其 常用 , 本 书 不 予 讨 论 ， 

一 般 地 说 ,对 个 命题 变 元 P,,… ,PP,， 每 个 P, 有 两 种 到 值 , 从 而 对 PP 来 说 共有 
2 种 取 值 情形 . 于 是 相应 的 真 值 函 项 就 有 2 个 ,或 说 可 定义 2 个 n 元 联结 词 . 


2.4.2 联结 词 的 完备 集 


由 于 可 定义 的 联结 词 的 数 看 是 极 大 的 , 需要 考 虚 它 们 是 否 都 是 独立 的 ,也 就 是 说 这 些 
联结 词 是 否 能 相互 表示 . 
定义 2.41 设 C 是 联结 词 的 集合 ,如 果 对 任 一 命题 公式 都 有 由 C 中 的 联 缚 词 表示 出 
素 的 公式 与 之 等 值 , 就 说 C 是 完备 的 联结 词 集 合 , 或 说 CC 是 联结 词 的 完备 集 . 
显然 爹 体 联结 词 的 无 限 集合 是 完备 的 , 而 1V }， i WY， 和信} 就 不 是 完备 的 ， 
定理 2.4.1 {" ,VY， 八 } 是 完备 的 联结 词 集合 . 
从 季 2.3 介 绍 的 由 真 值 表 列 写 逻 辑 公式 的 过 程 可 知 , 任 一 公式 都 可 由 -，VY ， 信 表示 出 
来 ,从 而 全 ,VY ,A 信 } 是 完备 的 , 一般 情形 下 , 该 定理 的 证 明 可 使 用 数学 归纳 法 , 施 归 纳 于 联 
结 词 的 个 数 来 论证 ， 
又 由 于 
PARQ = PY-0) 
PNRQ= 770PATQ) 
这 说 明 ， A 可 由 ! 二 ，WV 表示 ，V 可 直人 ，A} 表 示 , 故人 ，V)， tm，A} 都 是 联结 词 的 完 
备 集 .还 可 证 明 全 ， 一 和 144 上 {+ ) 也 都 是 联结 词 的 完备 集 ,但 {VY ，A)，!、*>} 不 是 完 
备 的 ， 
尽 各 人 mV 和 A; 是 完善 的 , 但 使 用 起 来 不 够 方便 ， 我 们 愿意 采取 折衷 方 案 , 不 是 


度 于 是 的 联结 症 、 还 直选 甩 举 组 计 论 过 的 五 个 有 联结 浓 集 i 一 、 太 ,WY r+， 
+ 和 的， 中 三 玫 不 独 羡 . 


2.5 对 偶 式 


得 2.2 押 智和 出 的 基本 等 稍 公 臣 中 . 有 此 形式 上 看 是 很 "相像 "的 ,七 查 下 这 此 “相像 ” 
性 呈 有益 的 . 希 组 一 个 公式 的 或 并 -局 然 导 出 和 它 " 机 像 " 的 公式 的 成 立 , 好 昌 是 这 样 的 后 ,对 
站 位 公式 条 这 论 本 得 到 相当 有 科比 ,中 外 ,从 还 辑 关 系 上 在 ,这 也 是 :种 迪 辑 规律 ,二 我 们 所 
十 闪 圭 的 ， 

这 虽 所 讨论 的 命题 公式 假定 其 中 公 出 现 - ，Y， 大 这 二 个 联结 词 . 

定 必 25 1 将 二 中 出 现 的 YA:TF 分 别 以 AVIFT 代 病 ,， 得 到 公式 .4'， 虽 称 

蚌 二 的 对 偶 式 ,或 说 六 和 站 三 为 对 人 情 式 ， 

说 2.2.1 中 有 许多 对 偶 式 出 现 ， 如 

PYQIAR 的 对 信 碟 为 (PAQIYR， 
PYF 的 对 依 式 为 AT 
不 难 知 道 ,将 


【天 电机 册 焉 PARYY RAR) 


| 


成 了 相 虚 的 对 体式 


(PARIVER = (PY RAIQYR) 
也 成 立 - 
为 方 档 , 着 有 =4Piy 于 Py 令 A 二 ACP, 7 P,), 
定理 2.5.1 (A= (7,- (4 ) = (m4), 
定理 2.5.2 (C4) = (4 =, 
定理 2.5.3 一 44 二 上 4 
是 用 数 党 归纳 法 ,， 施 归 编 十 矶 中 出 现 的 联结 词 个 数 x 来 证 明 . 
基 始 : 没 2 王 0, 44 中 盛 联 缚 词 , 便 有 有 =， 从而 -4 二 ~ 了, 但 24 二 一 户 , 所 局 一 0 
时 定理 成 立 ， 
片 续 : 设 全 记 时 定理 成 立 , 来 证 ww 一 十 十 1 时 定理 也 成 立 ， 
级 为 n 二 让 十 1 这 1, 寺中 至 少 有 一 个 联结 词 ,可 分 为 三 种 情形 ， 
"A.A=AAhdA= VA 
寺中 中， 个 吉 
信里 纳 法 假 汝 和 王 一 
当 有 
A 


— 7(1” ) 寻 纳 法 假设 
= C1 定 翰 2, 5.1, 2.5,2 
一 ， 
有 
.1 ‘1 


二 一 A V7 摩根 律 


= A YA: 归纳 法 假设 
= CAF VD 4 定义 
一 《本 ) A 及" 定义 


一 A* , 
当 A 二 A YY As 时 ,有 


A=" ALY A:) 
一 ”4 人 A” 4 摩根 律 
一 4 TAA 归纳 法 假设 
一 147 A A7Y). 44 定义 
一 (4iVY AD) 有 A" 定义 
A. 


从 而 定理 得 证 .此 定理 实 淄 摩 根 律 的 另 一 种 形式 . 它 把 ” 、*# ,一 联系 起 来 了 ， 

定理 2.5.4 若 A= 二 8B, 必 有 A 二 B'， 

证 明 因为 A 二 B 等 价 于 .4B 永 真 . 从 而 -A0-B 永 真 . 

依 定 理 2.5.3, 4 一 A' ,mB 一 B' 于 是 4 一 一 未 真 , 攻 有 4 全 有 未 真 , 故 
A'= 8B’. 

定理 2.$.5 若 4>B 永 真 , 必 有 五 "一 4 未 真 . 

定理 2.5.6 4 与 4 同 永 真 , 同 可 满足 ，; 

”4 与 4" 同 永 真 ， 同 可 满足 ， 
对 但 性 是 逮 辑 规律 , 给 证 明 公 式 的 等 值 和 求 否 定 都 带 来 了 方便 . 


2.6 范 式 


申 个 命题 变 项 所 能 组 成 的 具有 不 同 真 值 的 命题 公式 有 2* 个 , 然而 与 任何 一 个 命题 
公式 等 值 而 形式 不 同 的 命题 公式 可 以 有 无 穷 多 个 . 这 样 ,首先 就 要 问 凡 与 命题 公式 A 等 什 
的 公式 ,能 否 都 可 以 化 为 某 一 个 统 ~ 的 标准 形式 , 希望 这 种 标准 形 能 为 我 们 的 讨论 带 来 些 方 
使 ,如 借助 于 标准 形 对 任意 天 个 形式 上 不 同 的 公式 ,可 判断 它们 是 否 等 值 ., 借助 于 标准 形容 
易 判 断 任 一 公式 是 否 为 重 言 式 或 矛盾 式 ， 


标准 形 或 范式 这 类 术语 在 数学 上 是 常见 的 ,如 几何 学 中 z 十 六 一 产 ,到 十 点 一 1 分 别 是 
回 和 撒 图 的 范式 


2.6.1 范式 


为 叙述 方便 ， 先 定义 几 个 术语 ， 

简单 命题 P 及 其 否定 式 - 卫 统称 文字 . 

… 些 文字 的 合 取 称 合 取 式 . 

一 些 文子 的 析 取 称 析 取 式 ( 也 称 子 馈 ). 
。24 ， 


2 


FI 


了 与 PP 称 为 后 补 对 . 
如 了 , 了 ,PARQ, PA AT-P 都 是 合 取 式 , 市 了 ,了 PDPYR， PYQYV 'Q 部 必 析 


取 式 ， 
析 取 范式 是 形 如 
A VA VY, 
的 公式 ,其 中 个 一 1 2) 为 台 了 权 式 . 
合 取 范 成 是 形 如 
站 


的 公式 、 其 中 4 全 王 1，…， ?为 林 取 式 . 
(1) 范式 定理 任 :命题 公民 部 存在 有 与 之 等 值 的 合 取 范 式 和 析 取 范式 . 
可 通过 求 范式 的 具体 步骤 , 来 认识 范式 定理 的 正确 性 ， 
《2) 求 范式 的 步 又 
对 一 个 已 给 的 公式 ， 可 按 下 述 步 又 求 得 该 公式 的 侣 取 范 式 和 析 取 范 臣 . 
中 消去 已 给 公式 中 的 联结 词 一 和 和 过. 这 可 利用 如 下 等 值 式 ， 
A=B = -AVEB 
AmB = (AVBIACAVYT EB) (多 用 于 求 合 取 范 式 ) 
— (AAB)YY( .AA-B) { 密 用 于 求 析 取 范 式 } 
因 范 式 中 不 出 现 一 ,一 符 导 , 将 它们 以 范式 中 出 现 的 符号 - ，Y ， 和 八 来 表示 是 自然 的 ， 
吵 重复 使 用 摩根 律 各 双重 省 定 律 , 把 否定 词 肉 移 到 直接 作用 于 命题 变 项 1. 这 可 利用 
等 值 式 : 


-7(AAB) = -AYV-B 
-AVYB)- AN-B 
一 一 和 A 二 
将 所 有 的 否定 词 ， 都 内 移 到 命题 变 项 前 ,这 也 是 范式 的 要 求 . 
由 重复 使 用 分 配 律 , 这 可 利用 等 值 式 ， 
AADBYO= IAA BY (ANC ‘多 用 于 求 祈 取 范 式 ) 
AVIBAODM= (AVYVBACAY CO) ( 考 用 于 求 合 取 范式 ) 
将 公式 化 成 一 些 合 取 式 的 析 取 , 或 化 成 -- 些 析 取 式 的 合 取 , 都 必须 使 用 分 配 律 米 
对 任 一 公式 ,经 步 又 D, 喀 ,这 必 能 化 成 范式 , 耐 且 所 求 得 的 范式 与 该 公式 等 值 . 
(3) 求 范式 举例 
例 1 求 -CPY QoCPAQ) 的 析 取 范式 . 
解 一 (PV)o(tPAQ) 
= PVAOIACPAOYVY C7 PY OA PAQ)) 
— CPATQOAPAOIV UPYVAOIA PY RQ)) (摩根 律 .双重 衙 定 ) 
= PATQOAPAOY CPAPIY PATOIY (OAT PY (RAT NW) (分 配 律 } 
这 叫 是 析 皮 范式 了 .有 系 因 了 A 一 PP. 信人 -人 @，1PA 了 QAPAQ 都 是 欠 盾 式 , 从 市 利用 
闻 2.2.1 的 同一- 律 PYF -六 水 是 简化 为 


【已 六 一 总 人 
可 见 一 公 起 的 范式 不 是 唯一 的 ， 
例 2 求 PVYVEQIPEPAQ} 的 合 取 范式 
解 (PVYOIomIDP HR) 
PV PARDACPYOQ VT DP AQ 


= CPVAOIV PAODAOTPA-OY PY Q)) 《摩根 律 .双重 否定 ) 
= PVAOIACPY-Q) ‘吸收 律 ) 
岂可 由 凯 求 得 的 -种 范式 , 使 用 分 配 律 来 求 对 :种 范式 , 如 依 例 1 求 得 的 析 取 范式 , 便 
可 得 合 取 范 式 ， 
《站 
一 《了 (分 配 律 》 
= (PVA PY -7T0) (同一 律 》 


这 是 合 取 范 式 了 , 同 例 2 的 结果 .上 反 过 来 , 由 合 取 范式 使 用 分 配 律 便 可 得 析 取 范式 . 

求 一 个 公式 的 析 取 范式 和 合 取 范 式 的 步骤 是 一 样 的 ,不 同 的 是 选取 合适 的 等 值 忒 和 分 
名 律 , 以 使 形成 相应 的 范式 ， 

(4) 范式 可 用 来 判断 重 言 式 和 矛盾 式 

若 -公式 的 合 取 范 式 中 ,所 有 的 析 取 式 都 至 少 含 有 -个 互补 对 , 则 该 范式 及 相应 的 公 
必 为 重 言 式 ， 

车 -全 趟 的 析 到 范式 中 ,所 有 的 合 取 式 痢 至 少 售 有 一 个 互补 对 , 则 该 范式 及 相应 的 公式 
必 为 矛盾 式 ， 


2. 6.2 主 范式 


一 个 公式 的 范式 不 是 唯一 的 , 因此 使 用 范式 判别 几 个 公式 是 否 粗 等 就 比较 困难 了 , 田 
外 ,人 们 也 期 望 范式 具有 了 唯一 性 , 为 此 引信 主 ( 优 } 范 式 的 概念 . 

(1) 主 析 取 范 式 

对 于 个 命题 变 项 了),…' ,PP 来 说 ， 所 组 成 的 公式 

QA Qh 

其 中 @, 王 也 或 -PG 一 1) 则 称 信 ,Aw 太 Q, 为 极 小 项 ,并 以 m, 表 示 . 

极 小 项 必须 含有 人 Qi， ,0, 全 部 个 文字 ， 

由 两 个 命题 变 项 P,, PP, 可 构成 四 个 极 小 项 :一 PA 一 Ps, PAP PAmP 和 PA 
六 营 将 忆 与 ] 对 应， 出 一 了 ,车 09 对 应 ,进而 将 极 小 项 

了 一 也 与 00 对应, 简 记 为 m, 

PDP 与 0 对 应 ; 简 记 为 m. 

尼 疝 PP 与 10 对 应 , 简 记 为 1 

三 1] 对 应 , 简 记 为 训 ;， 

7 个 命题 变 项 局,…*.P, 可 组 成 2° 个 极 小 项 , 每 个 极 小 项 也 可 以 加 表示 .0 所 1 所 2" 一 1. 

定 尺 2.6.1 仅 由 极 小 项 构成 的 析 取 式 为 主 析 了 到 范 式 ， 

定理 2.6.1 全 合 及 个 命题 蛮 需 的 公式 .都 大 哗 -- 的 一 个 与 之 等 值 的 恰 仅 含 这 1 


* 站 


个 莆 题 变 于 的 二 析 取 范式 . 

全 用 其 得 袁 列 守 公 起 的 疡 法, 以 及 将 析 农 范式 中 的 合 取 式 填 注 他 题 变 项 的 方法 . 蜂 柯 竹 
刘 - :个 公式 的 诗 术 有 取 范 上 水 ， 
例 3 于 只 什 帮 法 将 于 化 成 主 析 了 让利 这. 
由 六 ,到 PeoQ 的 直 值 皮 轩 1.2.56， 从 和 开 充 写 PerQQ, 合 得 
PO = PARIYIDPAQO = m Ya, 
并 简 记 为 站 这 便 昨 Pa 的 于 本 下 范 武 ， 

又 因为 等 位 公 式 玫 有 相同 的 真 什 表 . 从 而 可 知 所 有 等 值 公 式 ( 灾 项 岁 为 x 1 的 主 析 取 苑 
成 是 相生 站 式 是 叭 一 的 ， 

例 4 制 填 满 命题 尝 项 法 . 将 PP 一 久 的 析 取 范式 化 成 主 析 了 到 范式 ， 
PrQ = PVYRQ 
贞 是 了 的 析 取 范式 . 现 将 这 范式 中 的 合 撒 式 - 六 添加 变 项 包 , 合 取 式 驴 添 如 己 . 印 雹 满 
室 硕 记 包 ,以 构成 极 小 贰 . 

P= PAQV-R= OP A hmPA-Q) 
QQAPYVY P= RAPIY NRA-P) 


PA--Q= -PYR= PAQYY OPA-QYY VC 
CPA-QI PA PARQ) 
= mY mn, VY 
这 便 是 己 > 匀 的 主 析 取 范式 . 
(2 极 小 项 的 性 质 
1 村 一 个 会 有 个 灾 玉 的 公式 米 说 ， 所 有 可 能 的 极 小 项 个 数 和 该 公式 的 解释 个 数 -. 
样 多 ,都 是 2， 
i 得 个 极 小 项 只 本 … 个 钥 缀 下 为 真 . 
中 极 小 项 两 两 不 等 秆 ， 而 用 融 ， 由 ;一 下 人 天门 ， 
人 全 会 有 3 个 变 项 的 公式 ,者 可 出 下 个 (全 委 2) 概 小 项 的 析 取 来 袁术, 或 说 所 有 的 极 
小 项 可 建立 -个 "他 标 系 "， 
恰 出 2 个 极 小 项 的 析 到 构成 的 公式 , 必 为 重 育成, 即 


了 Ht 一 
在 所 由 环 个 椭 小 项 的 析 纪 给 虑 ， 那 么 其 余 的 3 2 支 个 摄 小 项 的 析 限 几 目 公式 一 二 如山 
构成 的 记 二 Viv 则 -A 一 晤 is 
(3) 上 王 介 联 范 式 
由 nn 个 俞 题 家 项 户 ，… ,上 所 组 成 的 公式 

QO YR NV Ye. 
其 中 多 二 卫 或 也 个 一 2), 期 称 Q YY Q, 为 极 太 项 ,并 以 轩 表 示 . 

相 大 项 忆 须 富有 Qi 名 全部， 个 文字 ， 
| 项 记忆 .可 村 成 四 个 极 大 项 :PWN- 记 DVPAPY-P 和 PWD、 
天 到 AF 4 和 


n 个 合 题 变 项 P，…， 忆 可 组 成 关 个 极 太 项 . 每 个 极 人 项 也 可 以 刘 : 来 表示 ,0< 过 2 一 1 

定义 2.6.2 仪 由 极 太 项 构成 的 合 取 式 为 主 合 取 范 式 . 

定理 3.6.2 任 一 沼 且 个 命题 蛮 项 的 公式 ,都 有 了 唯一- 的 一 个 与 之 等 秆 的 怡 仅 食 这， 
个 命题 空 项 的 主 合 取 范式 . 

同样 使 用 真 值 表 列 写 公 式 的 方法 ,以 及 将 合 取 范式 中 的 析 取 式 填 满 命题 变 项 的 方法 都 
可 得 到 一 个 公式 的 唯一 的 主 台 取 范 式 ， 

例 5 用 真 值 表 法 将 忆 一 翁 化 成 士 介 取 范式 . 

依 由 情人 & 到 了 rR 的 真 信 直 ,从 下 列 写 Pm&, 便 得 

Po@R = OPVOIADPY-Q= M.AM, 

并 简 记 为 入..:. 这 便 是 Pe 人 & 的 主 合 取 范式 . 

例 6 用 填 满 命题 变 项 法 , 将 已 为 合 取 范式 的 PAQ 化 为 证 合 取 范式 ， 

PARQ= (PY QA-QY) A QRY PA-P)) 
PYAR PY -A QV PA RY-P) 
— PVYVARIAPYVIO A PY = MA MAM,= Ms 

(4) 极 太 项 的 性 质 

届 对 一 个 含有 个 变 项 的 公式 来 说 ， 所 有 可 能 的 极 大 项 个 数 和 该 公式 的 解释 个 数 一 
翌 多 ,都 是 2". 

过 每 个 极 大 项 只 在 一 个 解释 下 为 假 . 

尺 极 太 项 两 两 不 等 从, 而且 MYVM 一 工作 和 关门 ， 

出 任 一 售 有 个 变 项 的 公式 ， 和 都 可 由 站 个 全 扫 2) 极 大 项 的 合 取 来 表示 .或 说 可 将 所 有 
的 极 大 项 建立 -个 “坐标 系 ”， 

恰 由 2 个 极 大 项 的 侣 到 构成 的 公式 , 必 为 矛盾 式 , 即 


A M,=F 
若 克 巾 帮 个 极 太 项 的 合 取 组 成 ,那么 其 余 的 2" 一 上 个 极 大 项 的 合 取 必 是 公式 -A, 如 由 
Plt Pi， PP; 构 成 的 有 4= Aoz.s 则 -4 二 A361 
(5) 主 析 取 范 式 与 主 合 取 范 式 问 的 转换 
以 三 个 变 项 的 情形 为 例如 以 说 明 . 
若 已 知 六 的 主 析 取 范 式 ， 如 
人 一 Wo 
一 A De 
三 太 2 .4.6 ， 补 
一 让 
区 已 赣 x1 的 十 会 取 范 式 ， 如 
= A 


a 


从 真 值 表 列 写 公式 的 士 祈 廉 范式. 主 合 取 范 式 时 , 除 分 别 从 本 利 下 列 写 外 ,在 填写 合 
取 式 和 析 取 式 时 是 取 笠 项 还 是 变 项 的 否定 是 有 区 别 的 ,这 就 是 主 合 取 范 式 . 主 析 取 范式 的 
转换 计 程 要 求 补 的 党 基 ( 求 补 是 对 2 一 1 一 字 1 一 ?了 而 言 的 如 2 的 神 为 5， 因为 


2 一 5 一 了 )， 


2.7 推理 形式 
2.7.1 推理 形式 


将 点 自然 诸 名 描述 的 推理 关系 , 引 人 符 号 , 抽象 化 并 以 条 件 式 表示 出 类 便 得 : -种 排 理 
形式 . 
例 1 如果 今天 我 病 了 . 那么 我 没 米 上 深 . 
今天 我 病 了 . 
所 以 今天 我 设 米 上 课 . 
这 是 月 然 语 句 给 出 的 一 个 命题 ,有 前 担 有关 论 . 表 小 了 -种 推理 关系 . 
引入 符号 ,以 了 表示 今天 我 病 了 . 入 表示 我 没 来 上 课 . 便 可 将 这 推理 关系 以 条 件 式 
(P23 A Pt 


米 表 水 
也 可 以 手 图 成 表示 : 
Pere 前 提 
PF 前 供 
名 国 论 


这 个 茶 件 式 或 图 式 就 是 - -种 推理 形式 .说明 如 果 忆 真 , PQ 真 , 就 可 推 得 久 真 , 这 里 
的 了 ,QQ 可 表 任 意 命 是 ,从 而 推理 形式 
(POA PA 


及 映 ”类 推理 关系 . 
例 2 如 果 尸 . 则 怠 . 
站 于. 
所 以 韭 &. 
以 条 件 戈 描述 这 种 推理 关系 ,得 推理 形式 
PAT 
说 的 是 ,如果 了 一 @ 舱 ,了 假 就 可 推 得 久 假 . 自然 这 推理 形式 也 反映 了 -类 推理 关系 . 
例 3 如 中 己 . 则 怠 . 
非 多 , 
了 以 上 正六. 
问 样 以 条 件 式 接 述 这 种 推理 关系 .得 推理 形式 
(人 
帮 朋 ,如 果 天 一 名 直击 位 假 , 就 可 推 得 六 假 .同样 这 类 推理 形式 反映 的 是 -类 推理 关系 . 
出 十 推理 形式 由 前 提 各 名 论 部 分 六 成 , 健 用 纺 痛 词 > 表示 的 菜 件 式 居 自然 的 . 国 为 := 可 


‘0 


描述 因果 关系 . 
按 例 1 一 3 建立 推理 形式 的 办 法 ,可 以 引入 任意 多 个 堆 还 形式 . 自然 要 问 它 们 者 是 正确 
的 吗 ? 
售 上 上 圳 的 推 埋 形式 不 是 逻辑 内 律 ,内 有 正确 的 推理 形式 才 想 有 意义 的 .才能 用 米 推 晶 ， 
定义 37.1 前 提 真 ,结论 必 真 的 推理 形式 为 正确 的 推理 形式 . 
不 难 理解 , 例 1 和 例 3 所 建立 的 推理 形式 
CPR AP) -QA 
(PQ ATO TP 


世 焉 确 的 . 
而 例 2 建立 的 推理 形式 
(一 多 A PQ 
是 不 正确 的 . 


2.7.2 年 言 蕴 涵 


如 果 给 定 两 个 公式 4,8B, 只 要 4 取 值 为 真 , 8 就 必 取 值 为 真 , 便 称 4 重 言 ( 水 真 ) 尼 湖 

号 . 或 称 是 是 4 的 逻辑 推论 , 兴 用 符号 
由 之 号 

表示 . 

符 开 "之 "表示 两 个 公式 间 的 一 种 真 值 关 系 , 它 不 是 黑 辑 联结 词 ,4 一 中 也 不 是 合 臣 
公 过 . 

对 以 A.*B 表示 的 推理 形式 来 说 , 推理 形式 是 正确 的 . 就 同 4 章 言 蕴涵 电 旦 癌 一 椒 念 
了 ，, 于 是 正确 的 推理 形式 便 可 以 4 一 中 表示 了 ， 

可 用 真 值 表 法 , 直接 判断 4 志 B 是 否 成 立 . 如 果 和 ,8B 依赖 于 x 个 命题 变 项 PP,，… ,PP,. 
弄 出 由 情 ，…, PP, 到 4 和 BB 的 直 慎 表 , 然后 查看 , 所 有 使 .4 为 真 的 解释 , 相应 的 驯 姑 起 中 
都 为 直 . 

例 4 P=>PYQ 正 确 洛 ? 

列 出 真 值 洪 


器 可 中 | 过 


mT mI 
| 中 号 


图 | 


所 有 使 了 为 丰 的 解释 是 i 和 P. 旬 } = {TT, Pi., {P,Q! 一 和 TT,.T:, 即 图 2.7.1 的 第 3. 第 4 行 . 
这 时 PYQ 均 取 值 为 T, 从 而 有 了 二 PYQ. 也 可 以 说 推理 形式 

PY(PYA) 
十 止痛 的 ， 


2.7.3 重 计 蕴涵 的 几 个 结果 


1 如 耻 -21 为 于 襄 环 , 则 5 也 是 重 同 式 ， 

由 之 于 来 说 蝇 任 解释 下 春 守 入 请 党 太 .市 .1 为 重 才 成 . 对 任 - 般 释 
和 卡 ， 从 而 任 一 解释 下 如 也 真 , 旋 二 也 是 重 六 二 ， 

(9 好 

在 托 : 解 玫 下. 四 .> 总 知 革 江 真 有 站 瘟 , 肌 总 一 .1 知 苇 是 媳 有 汪 砍 或 漠 成 着 丰 
假 全 有 十 假 ,从 市 盾 一 解释 下 1. 请 同时 为 真 加 时 为 假 . 让 .1 一 上 B， 

到 这 末 ,1 =- 囊 和 也 汪 有 BB 种 BB 志 4 

3) 如果 B 则 .1 人 

(1 如 果 A4=2B， A 二 CC . 则 A 二 BC 

(0) A2C B= 则 .VY B=. 


2.8 基本 的 推理 公式 


为 了 进行 推理 演算 ,引入 - 些 医 本 的 重 言 获 涵 式 . 作为 基本 的 推理 公式 (或 称 拱 理 定 
律 )， 封 这些 会 式 可 用 真 值 表 法 加以 验证 ,. 电 可 给 子 直 观 的 语文 说 明 . 
这 性 还 介绍 证 明 4 之 号 的 几 种 方法 ， 


2.8, 1 基本 的 推理 公式 


[> 

i 《> 

0) 总 . 

{1) PPY WO. 

Cm +. 

[91 二 -> 六- 全 ， 

CI PAP YAR. 

(8 A CP r=. 

to 

C0 (PEO A QR PA 
[和 

CE) DP RN rRIA PY ORR. 
CY DP OA RR ro A PY RSO YS, 
i PNR OY PY-R, 
i RP YQ rh YVR). 
TY 有) 


使 用 真 慎 表 法 证 明 这 些 推理 公式 是 容易 的 ,可 按 节 2.7.2 例 4 的 办 法 ， 

车 从 语 尖 上 给 予 直观 说 明 也 是 不 难 的 . 如 公式 (2) ,一 PQ) 地 PP. 公式 (3) (PQ) 
一 息 . 意思 是 说 , 若 PQ 不成立 ( 取 假 ), 必 有 了 为 真 , 还 有 已 为 假 . 这 从 P 一 Q@ 的 定义 可 
知 ， 因 只 有 当 户 二 了 而 久 二 下 时 ,Pw = F. 叉 如 公式 (7), 一 PACPYQ) 二 Q. 意思 是 
说 , PP 不 对 , 而 PYQ 丸 对 ,必然 有 归 对 . 

公 成 (8),， PA(P 一 QQ@) 志 己 常 称 作假 言 推理 , 或 称 作 分 离 规则 ,是 最 常 使 用 的 推理 
公式 ， 

公式 (10)，(P 一 包 ) A (和 一 有 ) 一 PP 一 只 常 称 作 寺 段 论 . 


2.8.2 证明 推理 公式 的 方法 


2. 1 节 的 等 值 定理 , 说 明了 A = 二 8B 间 A4mB 为 重 言 式 是 等 价 的 , 从 而 可 用 4B 是 重 
言 式 来 证 明 4 = B. 从 而 有 理由 期 望 4 二 B8 同 4-> 吴 是 重 言 式 也 是 等 价 的 . 

定理 2.8.1 4 字号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 4 一 B 为 重 言 式 . 

证 明 设 4 一 有 成 立 . 从 而 在 任 一 解释 下 ,4 真 必 有 呈 真 . 而 不 会 出 现 4 真 互 假 的 情 
形 , 于 是 4 一 B 必 为 重 言 式 ， 

反 过 来 ， 设 4-B 为 重 言 式 , 从 而 在 任 一 解释 下 , 若 4 真 ,BB 只 能 为 真 不 可 能 为 假 . 从 
而 有 4 地 BB. 

定理 2,8.2 A 地 B 成立 的 充分 必要 条 件 是 4A- 互 是 矛盾 式 ， 

证 明 是 容易 的 , 因 -C4 一 By =- 了 AVYB) = 4A 了-B. 从 而 4 一 B 为 真 ， AA 了 了-B 必 为 
假 . 依 定理 2. 8. 1, 有 A 二 B 等 便于 4 一 吾 是 重 言 式 ,从 而 等 价 于 4A 一 召 是 矛盾 式 ， 

这 两 个 定理 说 明了 可 用 4 一 B 是 重 言 式 或 4 人 一 B 是 矛盾 式 米 证 明 推 理 公 式 4 一 吾 , 另 
外 , 述 可 以 利用 下 面 的 结论 或 方法 证 明 推 理 公式 ， 

(1 车 -8 二 -4 必 有 4 一 了 3， 

从 而 车 使 B 为 假 的 解释 下 也 有 4 为 假 , 便 得 4A 二 BB. 

这 种 证 明 方法 是 显然 的 ,车 将 4 二 B 视 为 定理 ,那么 -BB 二 -A 就 是 其 道 否定 理 , 两 者 必 
问 时 成 立 . 

(2) 解释 法 证 明 4==BB. 

以 CP 一 @) (QR) 二 PR 为 例 来 说 明 . 

设 (PQ}A(Q>R) 一 工 , 从 而 有 


PQ=T 
Q>R=T 
若 卫 二 TT, 必 有 委 二 了 以 及 尺 二 TT. 从 而 PR 一 TT. 而 著 了 二 F 右 端 必 成 立 . 故 这 三 段 
沦 推 理 式 成 立 . 
(3) 真 值 表 法 . 


已 使 用 过 不 再 说 明了 . 
对 有 4 过 B 的 证 明 , 一 般 前 提 
A— AAA A A 
还 需 说 明 的 大 应 首先 验证 :下 434 的 一 致 性 , 即 4 自身 椒 能 为 很 . 如 果 4，… 不 
"2. 


全 一 敏 的 而 是 有 于 盾 的 , 从 而 4 为 假 , 这 时 不 管 结 论 B 蚌 什么 公式 ,4 二 B 都 昆 成 立 的 ， 
但 这 和 神 推 理 是 没有 实用 意 疼 的. 


2.9 推理 演算 


入 2.8.2 给 出 的 文明 A 一 B 的 儿 种 方法 ,都 居 从 盐 值 的 角度 进行 解释 或 论证 的 ,其 中 真 
值 表 法 最 为 直观 , 然而 这 些 片 法 的 共同 扇 点 基 看 不 出 由 前 提 4 到 结论 BB 的 推演 过 程 .而 H 
这 些 方法 也 难于 在 谓词 还 辑 中 使 用 ， 

可 建立 推理 过程 的 证 明 方 法 ,是 由 引入 几 条 准 理 规则 ,并 考虑 到 基本 的 推进 公式 来 实现 
有 的 ,从 前 所 及, 者 出 发 ,通过 使 用 推理 规则 和 基本 的 推理 公式 .逐步 推演 出 结论 8. 这 种 
方法 推 注 层 次 清晰 ,更 近 于 数学 的 推理 ,而 且 也 容易 推 1 到 谓词 梁 辑 . 


2.9.1 推理 规则 


这 里 所 列 出 的 几 条 规则 , 较 2.8.1 节 的 基本 推理 公式 更 为 -- 般 化 . 在 推理 过 程 中 , 推理 
规则 和 基本 推理 公式 配合 使 用 . 

61) 前 提 引 人 规则 在 推理 过 程 中 , 可 以 随时 引入 前 提 

(2) 结论 引用 规则 在 推理 过 程 中 所 得 到 的 中 间 结 论 , 可 作为 后 续 推 理 的 前 握 . 

(3} 代 大 规则 在 推理 过 程 中 ,对 重 育 式 中 的 命题 室 项 可 使 用 代 人 规 虽 . 

(4) 星 换 规则 在 推理 过 程 中 , 命题 公式 中 的 任何 部 分 公式 都 可 以 用 与 之 等 值 的 命题 
公式 来 置换 . 

(5) 分 离 规则 { 假 言 推 至 ) 如 果 已 知 命题 公式 3 一 总 和 4， 则 有 命题 公式 8. 

6) 条件 证 时 规则 A144. 地 B 与 4. 一 44. 一 B 是 等 价 的 . 

其 中 (1), (2 在 推理 过 程 中 显然 是 常用 的 , 正确 性 是 自然 的 . 代 人 规则 和 置换 规 如 己 作 
过 说 明 , 和 再 明石 一 下 代入 规则 仅 可 对 重 言 式 使 用 .分 离 规则 就 是 基本 的 准 理 公式 ,由 于 它 
的 重要 性 而 列 为 推理 规则 ,是 在 A 一 ,A 成 立 的 条 件 下 , 将 吾 分 离 出 来 的 规则 ,最 为 党 
用 . 规则 (6 可 将 对 44 这 4 一 B 的 证 明 化 为 4 不 A4.=>B 的 证 明 . 意思 是 说 ,可 将 要 证 明 的 
结论 4; 一 互 中 的 4 作为 条 忻 来 使 用 . 从 而 简化 了 证 明 ， 


2.9.2 使 用 推理 规则 的 推理 演算 举例 


例 1 证 明 尺 是 *Q@, RQ-*R, 了 的 肥 辑 推 沦 ， 


证 明 

《1 PF 挤 提 引 人 
(2) PQ 前 提 引 人 
{3 0 (7 (22 他 离 
(4) QR 前 宴 引 人 
《5 RR (3) (4)》 分 离 


例 2 注 明 RRYS 可 以 由 前 提 C VD. CCVD) z-E, fre(dA- BCIA-DH) > 
+ 4 


(RYS) 推 演出 米 . 
证 明 


(IY OVW) so fe 将 提 直 入 

i2) Ei 8) 前 提 引 入 

C3 OVI (1) (2) 一段 论 
tt) AAT BI RYS) 前 提 引 入 

(C3) (CV D+ RYS) 《3) (4) 三 有 段 论 
(BY OY 闻 提 引入 

C7) RVYS 《5) (8) 分 离 


这 个 例子 中 出 现 ? 个 命题 变 项 , 列 写真 值 表 就 有 2 二 128 行 , 其 繁 项 程度 可 想 而 知 ， 
使 用 下 值 表 法 实现 这 个 证 明 是 太 繁 了 . 若 要 证 明 

CCNAUOV OPIEIAT EIAMMT BACIAAT BI (RY SI (RYS) 
为 重 辣 式 也 是 相当 复 歼 的 . 

例 3 证 明 (PYODACPArR)A(Q*S)=>S5 YAR. 


证 明 

(I PYAR 前 担 引 人 

(2) PQ C1) 置换 

(3) QS 前 提 引 入 

(td) 一 到 -= 全 (2) (3) 二 段 论 
(3) -= 到 {4) 置换 

(6 PP >R 前 提 引 入 

(7) — SR (5) (86) 三 段 论 
fg) SYR 《7) 置换 


这 个 例子 说 明 , 证 明 过 程 中 , 将 PYR 写成 ~ 了 一 QQ 更 便于 推理 
例 4 证 明 CP=(Q>SDACmRVDP)AQ>R>S. 


证 明 

(1y- RYP 前 提 引 入 

COI RE 《1) 置换 

£3) R 附加 前 提 引 人 人 
(4) (2) (3) 分 离 
(3) Pr tS) 前 提 引 入 

(8) RQ-*5 (4) (5) 分离 
(7) 信 前 提 引 人 

(8) 上 (6) (7) 分离 
(0 天 条 件 证 明 规 旭 


这 例子 说 明 使 用 条 件 让 上 明 规 则 ， 将 结论 R$ 中 的 及 作为 前 提 , 来 证 明 S 简化 了 证 明 
计 程 . 
例 5 证 明生 《天 > 交 )-- RY SODAIUQ PV- RARS PHD. 
41， 


证 了 明 

i Po) 

(C29 TP O11) 
(37 -Pr Yo 1) 
(4) (和 >) PP) 
人 【全 
(BY CO > 天 
(7 【> 天) 是 一 总 

(Sy RR ri rhP) 

(9) Rr— (RYS) 


附加 前 握 * 要 证 会 式 的 右 定 29| 人 
5]) 器 换 

{2) 置换 

3) 办 换 

前 提 3. 入 

4) (5) 三 段 论 

前 提 中 入 

57) 置换 


(5) (31 三 段 论 


《10) R 前 提 引 人 
(11) -RYS) (9) (10) 分 离 
(12) RAS (11) 置换 
(13) -8K (C12) 

{14)y RAT R (10) (13) 
(15) 并 着 (14) 


这 个 证 明 过 程 ,使 用 了 定理 2.8.2， 
以 这 些 例子 可 以 在 出 ， -个 推理 过 程 , 或 说 4 之 召 的 一 个 让 明 ,， 是 由 一 些 公式 的 序列 所 
组 成 , 其 中 等 个 公式 是 前 握 ,， 或 是 中 间 结 果 , 或 是 最 后 结论 . 


2. 10 ”归结 推理 法 


归结 法 是 定理 机 器 证 明 的 重要 方法 ,是 仅 有 一 条 归结 推理 规则 的 机 械 推 理 法 ,从 而 容易 
以 程序 实现 ,这 种 方法 也 可 推广 旬 谓 启 温 辑 的 推理 ， 


2, 10, 1 归结 证 明 过 程 


41) 为 证 明 4 一 吾 ( 可 称 作 定 理 ) 是 重 言 式 , 依 定理 2.8.2 等 价 寺 AAA-BB 是 不 盾 民 .使 
用 内 结 证 明 法 ,就 是 从 有 4A-B 出 发 . 

(2) 建立 子 句 集 

将 站 和 1B 化 成 合 取 范式 . 如 

PAIPVRIAC-PY-Q) A PYR) 
形式 进 疝 将 所 存 子 句 ! 析 取 式 ! 构 成 子 句 集合 
So= PPYR), OPY-.O) .PYR)! 

即 以 集合 米 描 述 这 合 取 范式 ,这 种 表示 法 对 归结 过 程 的 闹 明 是 方 俩 的 ， 

32 对 5 和 作 归结 

进而 对 访 的 子 句 作 归 结 ( 消 互补 对 }， 如 子 句 户 YR SS-DPY RQ 作 山 结 . 得 归 缚 式 RY 
`@Q. J 将 这 归结 式 仍 放 A 入 S 中 ,重复 这 过 程 . 

二 让 条 昭和 站 出 下 苯 臣 ， 


使 用 归结 证 明 法 ,就 是 要 证 明子 句 集 3 是 不 可 满足 的 . 如 在 归结 过 程 中 ， 出现 妇 缚 式 
以 及 归结 式 -P, 使 是 了 矛盾， 以 表示 ,证 明 结 束 ， 


2. 10.2 归结 推理 规则 


(1) 归结 上 成 的 定义 
设 上 = 过 VC Ci 一 一 人 WO 为 两 个 子 甸 .有 互补 对 和“ 工 . 则 新 子 各 
ROC, C2) = CV UO: 

称 作 Ci,C; 的 归结 式 ， 

归结 过 程 就 是 对 3 的 子 句 求 归结 式 的 过 程 . 

(2) CL AC REC, Cs), 

这 说 明 归 结 式 RCC,, Ci) 是 子 旬 Cl,Cs 的 有 逻辑 推论 ， 从 而 归结 是 正确 推理 规则 . 

没 在 任 一 解释 下 ,C, 和 CC, 均 为 真 . 

若 在 这 解释 下 , 工 为 真 , 则 一 工 为 假 ， 从 而 必 有 为 真 , 于 是 在 这 解释 下 RCC,, CG,) 
为 真 . 

若 在 这 解释 下 ,” 工 为 真 , 则 工 为 假 ， 从 而 必 有 Ci 为 真 . 于 是 在 这 解释 下 仍 有 RCC,， 
CC;) 为 走 .这 就 证 明了 了 CACs=>R(C, Cy). 

(3) 归 缮 法 证 明 举 例 

例 1 证 明 (P 一 QAP>Q 

证 明 ” 先 将 <P 一 Q)APA-Q@ 化 成 合 取 范式 得 


PYOIAPATQ 
建立 子 句 集 
S 一 { PVRQ, PQ} 
归结 过 程 
(1) -PYQ 
(2) PP 
(3) 一 @ 
C4) 他 C1) (2) 归结 
(5) [] (3) (4) 归结 


归结 出 空子 句 L 1( 巴 盾 式 ) ,证明 结 束 ， 
例 2 证 明 (CP>Q} A (QR 二 (PRR) 
证 明 ” 先 将 (PQ)A CQ=R)A- (PR) 


化 成 合 取 范式 
PPVYVEOIATAOYV RIAPATR 
建立 了 句 集 
$= {PVAQ, QVYR, PP, -7R) 
归 续 过程 
t(D- -PVA 


(2) QVR 


《3 PP 


4) 一 起 
(5 -PYE riy (2) 归结 
{6} RR 3) (5) 归结 
(CT) (Cd (51 归 辣 
证 明 结 束 . 
习 题 2 
1. 证 明 下 列 等 值 公式 ， 


(1) 一 (入内 民 ) = (PYOONP ER) 

(2) PQ = TQ™ PP 

(3) iP OR PAR= ER 

(4) Pr PA RATPY = PATPD 
£5) Prt R) = (PAQ)—R 

(6 7 PEM) = (PATOIYV 了 总) 


， 由 下 列 真 值 表 , 分 另 从 种 下 来 列 写 出 妃 ，B 和 的 表达 式 , 并 分 别人 以 符号 束 . 利 


ad 表示， 


Tn 
刁 可 | 六 
i 
| 
i 


,用 “和 + 分别 表 示 出 ~，A，YV .一 和 **. 
， 让 其 、 


CAB 与 上 8" 一 A' 同 水 真 . 辐 可 满足 
(2) AB 与 4 * 口 8B' 同 水 真 , 同 林 满 足 


， 给 出 下 人 询 备 公式 的 合 取 范式 、 析 取 范 式 , 主 会 到 范式 和 主 析 取 范 式 . 并 给 出 所 有 使 公 


式 为 真 的 解释 ， 

(1) PY¥Y-P 

(2) PA-P 

3) PY PQ) 

C4) (PAQIY (PAQAR) 
(SIPAQYV OPAR)) 

(6) Perr(Q— (QD)) 

(7) Pr(QA hmPoERQ)) 

(8) CP YY CORA POR PP)) 


a 


分别 以 直 -rB 永 各， 六 7 如水 假 以 太 解 释 法 来 让 明 下 列 各 重 谋 蕴 涌 式 -> 总. 


。37 。 


9. 


CA ri 

(2) (P(rRIIp CD -OI (PP-=8) 
(3 CD OA QP 

CO PAQI-RSP rif-rR) 


， 物 断 下 列 推 理 式 是 否 于 确 ? 


(C1) rt ret RK 
[人 

(3) Pr PVR 

AY PY QI A r= 

C5) Pot RAPI rR 

(6) PPO 站 (人 -> > PY 
OY PY QPYR 

18) (PRAY PrP 

(99 CP A- RP RN (OR) 

(C0) CPAQOITARIA COPY RP AQNR 
(1 P20- PTR (QR) 

(127Y (PYQYV RID-P rtQYV RIA- 1) 
(3) -oP A QP=P A AQ 

(14) (P37O) + RRITRT (QP) 
CS) (PHYO MRTOIA SP ARA TS 
使 用 推理 规则 证 遇 

(1 ) 邦和， PP 一 3， QkR>SVE 

(2) PVA TOY R, RS>P—S 

(C37 古人 

(dd) PYOERAS, SYVE -=U Dt 

(3) TRYSSO QeR 

(BI 7OVS, CE UOE 

让 上 明 下 列 推理 关系 : 


— 


(1) 在 大 城市 球赛 中 - 如 果 北 京 队 第 三 ,那么 如 果 上 海 队 第 一 


… 那 么 天 津 队 第 四 . 沈 


间 队 不 是 第 一 或 北京 队 第 .上海 愉 第 一 从 而 知 , 如 果 沈 阳 队 第 -- ,那么 大 淖 


队 第 两. 


《2) 如 果 国 家 不 对 农产品 给 予 补 贴 ,那么 局 家 就 要 对 农 产 


品 进 行 控制 . 如 果 对 农 产 


品 进 行 控制 ,农产品 就 不 合 短 雇 , 或 者 农产品 短缺 或 者 农产品 过 剩 ,事实 二 农 产 


品 不 过 剩 , 从 而 国家 对 农产品 给 予 了 痢 贴 . 


10、 如 时 分 同 是 有 效 的 .那么 张 = 应 受罚 如 巢 张 应 受罚, 他 将 破产 如 果 银 行 给 外 
i 给 


佐 坎 ,他 就 不 会 破 上 产 . 事 实 上 ,人 台 同 在 效 并 且 银 和 
人 有 和 后 . 


张 三 代 


圾 卫 . 验 证 这 些 前 所 基站 


] 1， 


的 点 . 
了 为 丰 . 

过 证 明峰 有 有 多 > 天 全 一 1 为 直 ， 

利用 妇 站 法 证明 

《1 

人 

(一 


第 3 章 ”命题 逻辑 的 公理 化 


命 膨 馆 输 重 点 讨论 的 是 重 言 式 ; 而 重 言 式 的 个 数 是 无 限 的 ,重要 的 重 认 式 是 语 辑 规律 ， 
在 等 值 演 算 和 推理 演算 由 所 讨论 的 下 是 那些 重 言 式 , 为 了 系统 地 ,严谨 地 研究 等 值 式 推 天 
式 , 需 要 掌握 这 类 规律 的 全 体 , 将 它们 作为 一 个 整体 来 考虑 ,因此 就 要 求 将 这 类 重 言 式 穷尽 
万 进 地 也 括 在 一 个 整体 之 内 ,公理 系统 正 是 这 样 一 个 整体 . 

前 两 章 是 对 命题 逐 辑 从 语 关 出 发 作 了 较 直 观 地 .不 严谨 地 , 非 形式 化 的 解释 性 地 讨 
论 . 而 建立 了 公理 系统 的 命题 逻辑 , 面 瑶 就 改观 了 ,从 理论 上 提高 了 一 步 ,使 对 命题 多 办 的 
讨论 有 了 坚实 的 基础 ,我们 并 不 蕉 备 对 公理 系统 作 详 尽 的 讨论 ,只 是 介绍 命题 还 辑 会 理 
系统 的 基本 内 容 . 本 章 还 对 自然 演绎 系统 和 王 消 推理 系统 作 了 篇 单 介绍 ,还 谈 到 了 非 标准 
有 还 辑 ， 


3.1 公理 系统 的 结构 


从 一些 公理 出 发 ,根据 演绎 规则 推 当 出 一 系列 定理 ,这 样 形成 的 演绎 体系 叫 租 公理 系 
统 ,或 称 敌 理 论 ， 

命题 演算 的 重 言 式 可 组 成 -- 个 严 间 的 公理 系统 , 它 是 从 一 些 作为 初始 命题 的 重 言 式 ( 公 
理 ) 出 发 .应 用 阴 确 规定 的 推演 规则 ,进而 推导 出 一 系列 重 言 式 (定理 ?的 演绎 体系 . 企 建 立 公 
理 系 统 时 ,当然 希望 能 从 尽 可 能 少 的 公理 和 推理 规则 出 发 而 导出 全 部 定理 , 然而 在 这 样 的 公 
理 系 统 下 ,定理 的 证 明 常 常 是 困难 的 . 公理 系统 自 成 体系 ,前 两 章 所 给 出 的 结果 都 不 能 作为 
证 明定 理 的 依据 ,只 能 起 着 帮 有 惑 思 考 , 直 观 解释 的 作用 . 公理 系统 完全 是 个 抽象 符号 系统 ,个 
再 涉及 到 真 值 ， 

通常 一 个 公理 系统 包括 以 下 几 个 部 分 : 

(1) 初始 符号 ”公理 系统 所 允许 出 现 的 全 体 符 号 的 集合 ， 

(2) 形成 规则 由 初始 符号 可 以 组 成 各 种 符号 序列 . 形成 规则 规定 ,哪些 符号 序列 是 该 
公理 系统 的 合法 符号 序列 ,哪些 不 是 合法 序列 ,而 公理 系统 内 只 允许 出 现 合法 的 符号 序列 ， 

有 时 还 可 在 形成 规则 构成 的 基本 的 合法 符号 序列 上 另 定义 一 些 合 落 的 符号 序列 , 常 带 
米 方 便 . 

(3) 公理 ” 选 出 玫 个 最 基本 的 重 言 式 作 为 推 莹 其 他 所 有 重 言 式 的 恢 搓 ,这 当然 不 是 容 
易 的 . 这 样 精 选 的 重 言 式 就 是 公理 . 

《4) 变形 规则 变形 规则 就 是 公理 系统 所 规定 的 推理 规则 .从 公理 和 已 经 推演 出 来 的 
结论 ,使 可 使 用 变形 规则 来 推 莹 另 一 结论 .所 有 由 全 理 使 用 变形 规则 得 到 的 结论 都 大 重 言 
式 . 帮 可 称 为 定理 - 

(5) 建立 定理 这 是 公理 系统 内 作 演 算 的 十 要 内 容 , 应 包括 所 有 的 重 言 式 和 对 它们 的 
证 明 , 然而 只 和 包含 部 分 重音 式 的 公理 系统 也 旦 多 许 的 ， 


+ 


3.2 命题 远 辑 的 公理 系统 
对 命题 光 辑 避 建 立 多 个 公理 系统 ,我们 介绍 其 中 有 代表 性 的 一 个 ， 
3.2.1 初始 符号 


了 (大写 英 文字 母 (表示 命 古 ) 

'， VY {表示 联结 词 ) 

( 【而 括 导 》 

一 ( 写 在 一 个 公式 之 前 ,如 一 24 表示 A 是 所 要 肯定 的 ,或 说 4 项 水 盐 式 ) 


3.2.2 形成 规则 


符号 形成 规则 的 符号 序列 称 合 式 公式 . 

(1) 符号 是 合式 公式 (x 取信 为 4, 呈 ,pw) 

(2) 若 A,B 是 合式 公 砧 , 则 (AY B) 是 合式 公式 ， 

(3)》 若 冯 是 合式 公 式 , 则 -了 是 合式 公式 ， 

(4) 只 有 符 台 (1), 02) (03)7 的 符号 序列 才 是 合式 公式 . 


3.2.3 定义 


除了 由 形成 规则 构成 的 合式 公式 外 ,可 通过 定义 引入 新 的 合式 公式 , 这 样 引入 的 合式 公 
式 起 着 缩写 和 简化 表达 的 作用 . 

C1) (于 一 BB) 定 义 为 ( :AYWB) 

(2) (有 入 8) 定义 为 "(AV-TB) 

(3) CAmB) 定 半 为 ((A-*B)A (BA)) 


3.2.4 公理 


公理 1 上 (PVP) 一 已 ) 

公理 2 {PwtPYVQ)) 

公理 3 (PYQ)>(Q YP)) 

公理 4 (QRI>(CP YQ PY RY)) 

这 条 公理 自然 都 是 重 言 式 . 从 语义 方面 讲 , 上 表示 它 后 面 的 公式 是 重 言 式 . 从 语法 方 
面 齐 ,| 表示 它 后 面 的 公式 是 可 证 明 的 . 


3.2.5 变形 (推理 ;规则 


(1) 代入 规则 全 成 公式 44 中 出 现 的 某 符号 x 到 处 都 代 以 某 一 合式 公式 B, 从 而 
+ dl" 


得 到 合式 公式 4 豆 岂 代入 ， 


代入 规则 说 ,如果 浅 和 ,那么 丸 王 ， 

(2) 分离 规 则 如 果 - -4 .FF 4 一 号 那么 广 五， 

(3) 芥 换 规则 定 文 的 左 石 两 方 可 五 相 蔡 换 . 设 公式 4 ,替换 后 为 B. 改换 规则 说 ,如 果 
4 有 么 广 骂 . 

有 了 上 述 这 些 规定 便 可 证 明定 理 了 ， 


3.2.6 定理 的 推演 


命题 近 辑 公理 系统 是 完全 形式 化 了 的 符号 系统 ,在 这 里 对 定理 的 证 明 , 其 依据 必须 是 公 
型 或 已 证 明 的 定理 ,证 明 的 过 程 (符号 的 变 措 过程 } ,必须 依据 变形 规则 . 

第 2 章 所 给 出 的 等 值 式 、. 推 理 式 都 可 由 这 公理 系统 推导 出 , 即 它们 都 是 这 个 公理 系统 的 
定理 . 

要 推演 的 定理 很 多 ,这 里 仅 举 几 人 说明 推演 的 方法 ,证 明 过 程 中 ,为 方便 省 略 了 部 分 


括 寻 ， 
定理 3.2.1 上 王 (QR)-r((P*Q = (P=R)). 
证 明 
(GD FQ-=R)-=(PVYQ-PVR) 公理 4 
(2) FF-(Q--R)->(PVQ-- 忆 VBR) QQ) 代入 二 
(3) FtQ-A 一 ((P-Q) 一 (P-R)) (2) 定义 1 
定理 3.2.2 | PP 
证 明 
G) FFPPvQ 公理 2 
(2) -PrPYP (1) 代入 皇 
(3) PVP-P 公理 1 
CD) FIQ-R)-(CP-Q) 一 CP- 及 )) 定理 3. 2. 1 
(5 FCPVP-~P) 一 (CPPVP) 一 CPP) (0 代入 PE 
(6) FCP-=PV PP>P) (3) (5) 分 离 
(7) PP (2) (6) 分 离 
定理 3.2.3 | PVP 
证 明 
(I) Ft-PeP 定理 3.2.2 
(2) FF PYP ‘1) 定义 1 
定理 3.2.4 ~PY-nP, 
证 阴 
(D F-PVQ->QYP 公理 3 


"dD 


到 
(OF PYPrPYy-P (1) 代 人 一 


PP 
(3) FF-PYyP 定理 3.2.3 
(4) PY-P (2) (3) 分 离 
定理 3.2.5 刻 P—-p, 
证 朋 
(1) PY- P 定理 3. 2.4 
(2) Fm PY ~P (1) 代 人 二 
(3) FP-—P (2) 定义 1 
定理 3, 2.6 -Pp. 
证 明 
(1) 上 一 已 定理 3.2.5 
(2 pp Q) 代 人 -二 
(3)》 FRR PYAQArPYR) 公理 4 
(人 OPnP)(PVnPPVnn-P) (a) 代 人 -名 ， 一 
5》 -PY PFPY-——P (2),(4) 分 次 
‘6) -PY-P 定理 3. 2. 4 
(7} F-PY -np (5),(6) 分离 
《8) PYARQ*QYP 公理 3 
(OFPVn-n-Pn--PVP (8) 代 人 二 所 
[10) 1 -~- PYP (7), (9) 分 离 
(11) -~ PP (10) 定义 1 
定理 3. 2.7 (PQ) rt-O =P) 
证 明 
(1) -Pa Pp 定理 3.2.5 
(2) 上 各 -总 (1) 代 人 三 
(3 QR PYO >PYER) 公理 4 
OOPver PV) GAS， 二 
人) -7 P YQ PY -10 (2),(4) 分 离 
《6) -PYQ>QYP 公理 3 
(HPVnnQ-QvnP (6) 代 人 -= 太 , =- 
(8) PF QA PIO PR)) 定理 3. 2, 1 
(91 OPYTnQnmQvn PP) PY Qa PY 0) 


_ i kk 
= PYAQ QV-P)) 8) 代 人 pyG "SPY -6 ' OY 
CO -PVA 1 PY- "OI PY OO--»- 了 YP}(7),(9) 分离 

"+ 


(iD -PVYAQ* TRY PD (3).(10) 分 离 
【12) Pe) > 人 一) C11) 宇多 1 


3.3 公理 系统 的 完备 性 和 演绎 定理 


3.3.1 公理 系统 的 完备 性 


当 引 入 一 种 推理 规则 或 一 个 推理 体系 时 ,总 会 提出 其 推理 功能 的 强 弱 问题 , 如 就 归结 法 
米 说 ,所 有 的 重 言 成 都 吓 由 仅仅 使 用 归结 方法 得 到 证 明 晤 ?对 所 建站 的 公理 系统 也 可 问 能 不 
是 所 有 的 重 言 式 ; 或 说 所 有 成 立 的 定 旦 都 可 由 泳 系 统 推导 出 来 ?这 是 个 重 旨 的 问题 ; 常 称 作 

对 -个 蛋 系 或 理论 而 言 , 是 完备 的 当然 很 理想 . 然而 基体 系 虽 不 完备 而 推理 效率 商 , 又 
能 推 得 一 定数 量 的 定理 那 也 是 可 取 的 . 

可 让 明 所 建立 的 公理 蛋 系 是 完备 的 ， 

设 4 是 任 一 重 言 式 , 需 说 明 它 在 公理 系统 中 是 可 证 明 的 .或 说 是 个 定理 .或 说 一 六 
成 立 ， 

先 将 4 配 成 与 之 等 值 的 合 取 范式 

人 六 六 
其 中 起 必 为 xY7TxYB 的 形式 (二 1,…',n) 是 俞 题 变 项 . 依 会 理 系 统 
PV PPVY- -PYAQ 
都 成 立 , 从 而 有 上 由 1 
又 依 -P+ AQ) 
使 用 分 离 规则 可 得 


FA AAA A A, 
调 扩 是 A 和 dd,, 故 1 可 证 明 . 
这 个 证 明 是 简单 的 ,然而 完备 性 的 问题 却 很 重要 ， 
完备 性 指 的 是 所 建 系统 ,所 推 菠 出 的 定理 少 不 少 ? 当然 还 可 问 所 建 系统 ,所 推 萄 出 的 定 
理 多 不 多 , 邹 非 重 言 式 或 说 不 成 立 的 定理 是否 也 可 推出 来 ? 这 是 可 靠 性 问题 ,不 可 靠 的 系统 
是 不 能 征用 的 ， 


3.3.2 演绎 定理 


所 建立 的 公理 系统 是 以 几 个 重 言 式 为 公理 ,再 经 使 用 推理 规则 得 到 的 结果 为 定理 ,而 红 
所 有 定理 也 必 是 重 宫 式 ,这 属 从 公理 出 发 不 再 另 附 前 担 的 推理 过 程 ， 

若 前 提 4 是 重 言 式 , 经 推理 规则 得 BB, 则 B 必 是 重 言 式 ,一 A 一 B 成立 . 然而 当 1 不 是 
重 专 式 时 ,经 使 用 推理 规则 得 公式 BB, 试 癌 4.B 有 何 逻 辑 关 系 .4 BB 还 是 定理 吗 ? 


不 妨 由 个 例 了 来 说 明 . 没 前 刘 为 也 .经 代 人 规则 作 代入 -第 时 ,得 -请 , 划 然 一- 
不 是 定理 ,其 罕 这 样 的 代入 可 以 得 出 任意 的 “个 公式 来 ,这 时 可 说 已 推出 人 普天 不 


1 。 


是 定理 , 然而 使 用 分 离 规 则 ,里 找 规 则 并 不 会 出 现 这 种 情况 ,. 当 恨 制 有 前 提 的 推 如 不 使 用 代 
人 规则 时 , 必 可 保证 推出 的 是 定理 ,这 就 是 演绎 定理 的 内 容 . 

演 绊 定 地 ”在 草 古 逻辑 会 埋 系 统 中 ,在 有 前 所 的 推 运 下 . 旭 果 从 前 此 二 可 谁 记 公式 辣 . 
而 摔 理 过 程 交 不 使 用 变 项 的 代入 ;那么 一 和 4 "BB 成立， 

值得 注意 的 总 ,不同 的 书 中 所 提 及 的 演 绊 定理 常 有 不 同和 的 含义 1! 


3.4 命题 滥 辑 的 男 一 公理 系统 ---. : 王 浩 算法 


3.3 节 所 建 江 的 公理 系统 对 定理 的 证 明 , 曲 显 地 依赖 于 人 的 经验 、 技 巧 ,这 就 砍 ] 机 械 
化 ,下 向 介绍 的 公 尾 系统 ,对 定理 的 证 明 给 出 了 算法 ,便于 利用 计算 机 来 实现 定理 的 证 明 , 也 
称 定 理 评 明 口 动 化 系统 ,这 是 1459 年 土 滞 提出 的 ， 


3.4.1 定理 证 明 自 动 化 系统 


{13 市 始 符 导 


站 (表示 命题 ) 
A ‘表示 联结 词 ) 

¢ , ( 圆 括 号 和 这 点 
gp (表示 公式 串 ) 
{2 形成 规则 

全 符号 由 是 合式 公 臣 . (r 到 值 4 及, ) 


必 ! 共有 4 是 合式 公 碟 , 则 一 4 是 合式 公 

仿 舍 A4.B8 是 合式 公式 , 央 (AAB),CAY BI,(AB),(A4erB) 是 合式 公式 ， 
起 只 有 符合 吧 , 电 .i 的 符 导 序列 才 是 合式 公式 . 

‘多 任何 合式 公 趟 是 公式 串 , 空 符号 申 也 是 公式 帅 . 

后 如 果 a 和 六 是 公式 串 , 则 ,8 和 Bye 也 是 公式 串 ( 两 者 不 加 区 分 ), 

池上 只 有 由 党 , 态 形成 的 符号 串 才 是 公式 串 ， 

(3) 定义 

i 相继 式 , 如 果 a 和 六 都 是 公式 帅 , 则 称 


gp 

总 相继 此 .ua 为 前 件 ,3 为 后 件 . 

如 规定 -> 前 件 中 的 “, ”以 A 表示 ,后 件 中 的 *,” 以 VY 表示 , 便 可 将 a 一 8 化 为 a 一 jj. 

加 相继 式 & 一 为 真 , 情 以 a 沪 B 表示 . 

全) 公理 

如 和 公式 出 & 和 月 中 的 公式 都 仪 只 是 命题 变 项 上 44,8,…( 不 髓 有 联结 词 了 ), 则 a 环 六 是 
公理 {为 忆 ?: 的 充分 坚 条件 是 a 和 中 至 少 含 有 一 个 相同 的 命题 变 项 . 

信用 访 算 法 证 明定 理 , 总 是 把 公式 串 中 的 各 公式 合用 推理 规划 化 成 木 再 有 联 铺 阁 的 并 
式 > 的 商 柚 有 共同 变 项 8, 公理 说 .加 BB 刀 成 训 , 仿 鱼 中 定 


* 1 * 


六 的 .A.B.C 会 如 ,万 等 价 十 
AMBAC-=BYD 

为 真 ,由 于 吕 出 凯 在 一 的 两 人 出, 这 缆 涌 式 必 上 真 . 

(3) 变形 (推理 ?规则 

起 有 10 条 .都 是 针对 联结 词 的 消除 (如 果 反 向 使 用 这 些 规 旭 ) 而 建立 的 , 其 中 有 5 条 前 
件 规则 和 5 条 后 件 规 则 . 

前 件 规则 ， 

"如 
贡 公 a 92 二 7 
如 果 六 ,Ya 3 之 7 
那么 a,XAY,B SY. 
VY 二 如 果 六 a8 寺 Y 而且 Ya 寺 7 
那么 a, 基 YY, 一 7 


让 


> 一 如 时 Ye 全 7 而 且 a8 之 其, 
那么 ar7 了 ,327 
呈 过 如果 Xe 而 县 ,8 一 和 ,了 ,7 
那么 a,XeY ,8 二 7 
后 件 圾 则 
一 如 果 Xe 一 B7 
那么 a 车 BXX,7 
一 站 如 果 ae 光大 ,9 而 内 sy.87 
雳 么 aXAY,Y 
>V 如 果 na 二 号 了, 了,7 
那么 ax 一 8 XYY7y 
二 一 如 果 买 ,e sy 了,8,7 
那么 之 及 .和 -7 
全 如果 Xe sy 而 且 了 ,ia 之 大 ,9 
那么 之 了 和 em .7 
为 理解 这 些 规 则 的 正确 性 , 仪 举 其 中 两 条 为 例 吉 以 说 明 , 规则 中 的 和 ,7Y 表示 公式 ,ayD， 
7 表示 公式 串 , 为 说 阴 方 便 也 将 a,8,7 这 为 是 公式 ， 
| 规则 ”~ 一 说 ,只 要 将 公式 丑 加 再 定 , 便 可 由 二 的 右 端 移 刘 左 端 . 这 基 个 增加 联结 词 - 的 
过 程 . 如 果 反 向 使 用 就 是 消除 联结 词 ” 的 规则 . 依 定 义 a.8 :> 义 ,7 就 是 
由 月 之 其 光世 
或 写成 ahj :> XY 
。4f 。 


日 然 有 gh X= 
这 就 是 0 
规则 Y :>, 是 增加 联结 词 的 规则 , 广 肌 定理 时 是 扩 向 使 用 的 ,所以 是 消除 联结 词 V 的 
规则 六 . 依 定 闫 ,YY 全 中 的 条 件 就 是 
Xand=7r 


而 YAahj ->y 

自然 有 (KXANADY YT haf d= 
即 a NVYYY A SY 

也 就 其 a VY .3 


(6) 定 埋 的 推演 

定 塌 证明 的 算法 : 

已 将 所 变 证 明 的 定理 二 训 太 二 B( 其 中 二 ,B 是 可 能 含有 其 他 联结 词 的 公 
式 ) 1 写成 相继 式 形式 


A A A eB 
从 这 相继 式 出 发 ， 
党 及 复 ( 反 向 ) 使 用 变形 规则 ,消去 全 部 联结 词 以 得 到 一 个 或 多 个 充 联 结 词 的 相继 式 ， 
加 车 所 有 无 联结 词 的 相继 成 甬 是 公理 , 则 定理 得 证 ,否则 定理 不 成 立 . 


3.4.2 定理 推演 举例 和 说 明 


例 1 证 明 必 :总 AD 一 成 立 ， 


证 阴 
(1) -QA PO) P (写成 相继 式 ) 
(2) -QP P (上 一 ) 
(3) P27 =Q,-P 中 地 ) 
(4) 入 一 入. 天 而 且 

>Q. PP (一 一 ) 
(3) PQ=Q 而 日 


POP 《= 一 ) 
南 (5) 中 的 两 个 相继 式 均 已 无 联结 词 , 而 且 在 三 的 黄 端 都 有 共 同 命题 变 项 了 ,从 而 都 是 
公理 . 定理 得 证 . 
例 2 证 明 ((PPY 和 (PP 一 并 (QQ 一 SSVYRR) 成 新. 


证 阴 

C1) (PYAOIA PIR)N (QS) SISYR 《写成 相继 式 ) 
(2 一 (A=) 
CA PVYO-RQ oS SR (> ) 


cia) PPrR,QS 3,R 而 且 


(4b) QO, P>R.Q—S S58 (之 ) 
(5a)》 PyR'Q x5 =>S,R 而 且 

(5b} PQS SP,S .RR (4a) >) 
tBu) PRS SR 而 用 


cB) PyR OS ,EK (5a) =) 
(7a) PSP,S,R 而 十 


(7b) PEQP,S,R ({5b) +—>) 
(8a) QRR,QrS 入 SS,R 而 间 

(8b) Q,Q—>S SP,S,R (fdb) 一 一 ) 
(9a) QQ,R,5S 一 3 而 且 

(9b) QR QS,R ((8a) 一 一 ) 
(10a) 名 人 PS, 有 而 日 

《10b) Q >»Q,P,S,R (8b) 一 一 ) 


由 C6a), 6b) ,C7a), (7zby,t9ay, (9by. (10a), (10b) 均 为 公理 ,从 而 定理 成 立 ,证 明 过 程 
媳 图 3.4.1, 图 中 的 圆 弧 表 “ 与 只 


《11 
| 
《21 
《31 
一 一 
‘dy tadby 
{5a} (15b》 {gay (8b} 
(68) ob) {rn {7hy (ua) 9b) {1l0a) Cloby 
玫 ”3.1.1 


对 算法 的 一 些 说 明 

1) 如 例 1 因 (3) 是 公理 ,自然 成 立 , 使 用 规则 地 卫 ( 正 向 ), 便 得 (4). 对 (4) 使 用 规则 一 
这 { 正 问 ) 便 得 (3). 对 (37 使 用 规则 ” 之 ( 正 向 ) 睫 得 (2 对 (2) 使 用 规则 A 之 ( 正 向 ), 便 得 
(1)，* 即 所 蜂 证 明 的 定理 . 对 例 2 可 同样 作 解 释 . 

(2) 证 明 方 法 时 从 所 要 述 明 的 定理 出 发 , 皮 向 使 用 推理 规则 ( 消 联 结 词 》, 直 到 公理 的 过 
程 . 而 对 证 明 的 解释 ,是 反 过 来 由 公理 出 发 ,经 正 向 使 用 推 班 规划 (加 联结 词 ), 直到 所 密 证 明 
的 定理 ， 

(3 限 士 辣 题 逻辑 的 定理 广 明 , 仪 使 用 五 个 常用 的 联结 间 以 及 重 言 纺 酒 符号 就 够 六. 引 
大 符号 时 和 相继 虑 完全 是 为 描述 推理 规则 以 及 公理 的 力 便 . 

+ 


(1) 所 建立 的 土 浩 算法 ,可 证 明 命题 直 辑 的 所 有 定理 . 从 而 是 完备 的 公理 系统 . 既然 称 
之 为 算法 自然 星 吕 实现 的 机 械 方法 .从 而 下 用 这 算法 用 计算 机 来 证 明和 由 命题 逻辑 描述 的 定 
理 . 算法 的 另 :优点 是 当 所 让 公式 不 是 定理 时 ,也 可 得 到 证 明 . 当 消 去 所 有 联结 词 后 ,得 到 的 
相继 式 中 有 的 不 是 公理 时 .使 知 所 要 证 明 的 并 不 是 定理 . 而 使 用 归结 方法 ,以 及 3.2 的 公理 
化 方法 是 不 能 指明 所 证 公 趟 不 是 定 埋 的 . 


3.5 命题 逻辑 的 自然 演绎 系统 


自然 演绎 系统 也 是 -- 种 运 辑 演 算 体 系 , 与 公理 系统 的 区 别 在 于 它 的 出 发 点 只 是 些 变 
形 规 旭 调 汕 有 公理 , 呈 附 有 前 提 的 推理 系统 , 变形 规则 利 证 明 过 程 更 接近 于 一 般 的 数学 思 
维 , 是 较 直 接 击 自然 的 ,所 以 称 为 自然 演绎 系统 . 

所 建立 的 系统 与 3.2 节 的 公理 系统 是 等 价 的 , 即 自然 演 绎 系统 可 导出 公理 系统 的 所 有 
定理 ,自然 演 绊 系统 的 所 有 定理 也 可 由 重 言 式 来 描述 ,从 而 可 由 公理 系统 导出 . 

下 面 建立 一 个 自然 演绎 系统 . 


3.5. 1 初始 符号 


除 公理 系统 3.2 的 符号 外 ,引信 
Ti{Air A A 
去 示 有 有限 个 命题 公式 的 集合 ， 
一 A 
表示 [, 妇 问 有 形式 推理 关系 , 厂 为 形式 前 提 ,A4 为 形式 结论 ,或 说 使 用 推理 规则 可 由 荆 
得 A. 


3.5.2 形成 规则 


回 公 理 系 统 3.2 


3.5.3 变形 规则 


C1) 44 六 40=]1.2) 肯定 前 提 律 ， 

推理 过 程 中 前 提 总 是 被 肯定 的 ,前 提 中 任何 命题 部 可 作为 结论 . 

(2) 如 果 厂 三 及 ,及 记 B8. 则 了 HH-B. 传递 律 . 

(3) 如 果 古 一半-B 二 了 一 A 上 -BB8, 则 厂 瞩 及 , 反 证 律 

在 前 担 开 下 , 青 假 设 辣 是 假 的 , 若 可 推出 矛盾 命题 时 . 便 可 由 前 所 己 排 出 忆 ， 

(4) A 一 于 ,A 片上 5B. 蕴涵 词 消去 律 (分 离 规则 } 

fm) 如果, 入 片 8B, 则 荆 记 4 一 B, 落 涵 词 引信 律 

作 面 提 丰 下 . 半 周 为 入 .可 得 尾 . 屠 么 在 原 前 提 售 下 可 推 得 ,如果 和 那么 BB. 
"419. 


3.5,4 定理 


可 推出 公理 系统 3.2 中 与 重 言 式 相 当 的 所 有 定理 ,这 上 儿 促 举 一 个 例子 来 说 明证 明定 理 


的 过 程 . 
定理 3.5.1 4 一 下 ,BC 一 4 人 
证 明 
C1) A-7B,B=C,AA--B 规则 1 
(2) A—B,B—*C,AHA 规则 1 
(3) A BAHFB 规则 4 
(4) A=B,B—=C,A|-B 规则 2 和 (1),(2),(3) 
(5) A BB=C,A B+ 规则 1 
(68) BBC HC 规则 4 
(7) A™=B'B—C,AH OC 规则 2 和 (4),(5),(6) 
(8) A>=B,B—CH A—C 规则 5 


这 个 定理 ,在 公理 系统 3.2 中 描述 成 
(P+ A QR) PR) 
这 定理 的 证 明 , 不 涉及 公理 ,而 将 前 提 4 一 B,B8 一 C 作为 条 件 ; 使 用 推理 规则 来 作 推 演 ， 
推演 过 程 较 使 用 公理 的 情形 来 得 容易 . 
回顾 第 2 章 2.9 节 ,使 用 规则 的 推理 方法 就 属 自然 演绎 的 推理 方法 . 


3.6 非 标准 逻辑 


所 介绍 过 的 命题 还 辑 可 称 作 标准 (古典 ?的 命题 还 辑 , 除 此 之 外 的 命题 还 辑 可 统称 作 非 
标准 逻辑 . 太 体 可 分 为 两 类 ， 

一 类 是 与 古典 逻辑 有 相 违 背 之 处 的 非 标 准 处 辑 , 如 多 值 逐 辑 , 模 糊 逐 辑 . 像 PY-P 这 
样 的 公式 , 原 义 重 言 式 , 在 这 类 非 标 准 逐 辑 中 就 不 是 真 和 的 了 . 但 描述 语言 上 没什么 不 同 ， 

男 一 类 是 古典 逻辑 的 扩充 ,如 模 态 逻辑 ,时 态 逻 辑 . 有 关 定 理 在 这 类 非 标准 馆 辑 中 仍 保 
持 , 但 有 扩充 , 像 描述 语言 上 引 人 人 必然性 ,可 能 性 等 ,如 4 真 就 有 和 4 可 能 真 . 


3.65.1 多 值 远 辑 


古典 命题 逻辑 ,命题 的 定义 就 限于 敬 值 为 真 和 假 , 不 难 设想 可 推广 到 可 取 多 个 值 . 如 命 
题记 可 取 值 于 10,1.…,n) ,问题 是 如 何 给 出 各 种 取 值 含义 的 解释 以 及 命题 运算 规律 尾 否 保 
持 , 哪 些 不 再 成 立 了 . 由 于 对 某 些 事物 的 认识 ,所 提供 的 知识 常 是 不 完全 的 ,难于 果断 地 使 用 
是 真是 假 来 描述 ,而 给 出 界 于 真 和 假 之 间 的 第 三 个 值 是 更 合适 的 . 


若 规 定 卫 取信 于 |0, 广 ,如 ,…, 王 |, 可 解释 为 
P=0 表示 三 真 
» 50. 


P=1 袁 去 王 息 
一 全 和 0 时 < 表示 后 出现 的 -种 概率 为 1 一 祁 ， 


下 而 介绍 三 值 逻辑 . 

{1) Kleene 这 辑 (1952) 

了 肥 值 T,F.U 个 值 ,L 表 不 确定 的 意思 . 即 当 前 对 闻 认 识 不 全 面 , 是 缺乏 知识 时 对 
命题 的 -种 赋值 . 

联结 调和 的 定 艾 贡 赂 3.6.1. 


4 一 1 AB | TI F U AVYB |T F U 
T 下 tr IT F RD T T TF TI 
FE I 上 F FF FE F TT F TU 
UU LL U U F U U ,JT UU 
ArB TT F LU AmB ;Tl F TU 
r T F U T 县 F U 
F T T T F IF TU 
U T U U I DD Ww U 
图 3.6.1 
一 般 地 有 
了 了 , 当 某 个 PP 二 T 
VY 二 < 下 , 当 每 个 ,一 F 
.UU, 其 他 
T, 当 每 个 了 ,二 TT 
由己, 一 < 下 , 当 基 个 了 二 FF 
LU 其 他 
这 里 ,AYN 一 BA 去 工 . 


A 和 A 有 A 也 不 保证 为 工 了 ， 
《2》 Lukasiewicz 逻辑 (1920) 
呈 取 值 工 F 和 1 三 个 值 ,1 表示 将 来 可 能 的 意思 , 面 当 今 不 共有 上 真 或 假 值 . 
联结 词 ”，V ,A 的 定义 同 民 leene 系统 ,而 4 一 BB,A+B 定 义 如 图 3 6. 2， 


AB | TT F 1 ALB'T F 1 
T IT F I T T F I 
F T T F F TI 
1 |T 1 1 LI PT 

图 3.6.2 


这 里 ,74*4 4 二 4, 保持 为 真 ,位 4W 一 有关 TT， 

(3) Bochvar 逻辑 119391 

设想 处 理 语义 上 的 悖 论 . 妈 " 这 个 名 子 是 假 的 ”这 种 陈述 句 认 为 是 矛盾 名 .古典 逻辑 不 讨 
论 ,这 虫 规 定 它 的 值 为 M. 

玉 取 值 工 FF 利 M :个 值 . 


联结 词 定义 如 图 3., 6. 3， 


4 一 AAB |T F M 
T E T IT F MM 
1 ] 上 FE F M 
M AM MM | NM MM 
AVH 工 F Mi A=B|T F M 
T 1 Mi T |T F M 
F r F MM F IT M 
M IM M M M | M M 
图 3-6.3 
- 般 地 有 
人 一 全 当 生 个 PNM 且 菜 个 一 F 
M ,其 他 
工 , 当 每 个 书 尖 M 且 某 个 P= 二 T 
ya 
M ,其 他 
3.64.2 模 态 逻辑 


考虑 必然 性 和 可 能 性 的 思 辑 是 模 态 轴 辑 . 必然 真 ; 指 不 可 能 是 其 他 ,而 了 真 ,并 不 能 保 
证 取 真 , 常 依 其 他 条 件 . 如 水 结 冰 是 真 的 ,但 不 能 肯定 水 结 冰 是 必然 的 ,而 零度 以 下 的 水 结 冰 
这 是 必然 真 , 必然 已 指 所 有 温度 下 已 真 ,可 能 尸 指 革 一 温度 下 已 真 . 

为 描述 必然 .可 能 可 引入 “可 能 的 世界 ”作为 一 个 参 车 (条 忻 ). 必然 真 表 所 有 可 能 的 世界 
下 为 真 ,而 可 能 真 表 在 现实 世界 下 为 真 , 不 要 求 所 有 可 能 世界 下 为 真 . 问题 是 可 能 的 世界 如 
何 描述 还 有 特 研 究 . 

以 之 呈 表 可 能 P,P 表 必 然 三. 

有 下 述 关 系 ，; 

(1 DPAQ=OP ADSQ 

(2) LIPY DQ DPYQ) 

(3) OPY OI OPY OQ 

(4 CPAO2OPACQ 

(5) DP) P= OQ 

《6) DP=- OP 

(7) LIP=P 

(8) P=>OP 

(9) OPP 

(107 -P= :PP 

(D7 ATR TL P20) 

和 52 和 


tt 宙 


(12) CPAQYS=O PY- AQ) 

CD 一 < 人生) 一 LE PY 1Q) 

在 -- 种 次 点 以 为 ,命题 好 糙 足 用 来 描述 永恒 或 绝对 真理 的 . 横 态 逻辑 和 订 词 轴 纤 星 描 述 
韭 永 性 或 相对 真理 的 . 


3.6.3 不 确定 和 非 单 调 远 辑 


这 是 大 工 智 能 系统 由 经 常 使 用 的 知识 表示 和 推理 方法 . 由 于 实际 系统 所 能 获取 的 知识 
常 是 不 完全 的 ,有 时 是 随机 的 模 类 的 ,都 导致 来 用 不 确定 或 非 单调 推理 方式 . 
如 AAB00.7), 这 就 是 一 种 以 数字 0.7? 来 描述 不 确定 性 的 形式 , 可 理解 为 -1 ,4 
条 件 下 ,B 成 立 的 某 种 可 能 性 是 0.7( 而 不 荐 1). 主要 问题 是 不 确定 性 的 描述 ,以 此 已 知 Al， 
4 的 不 确定 性 度量 如 何 计算 B 的 不 确定 性 ,已 有 名 种 方法 讨论 不 确定 性 ,并 已 有 实际 应 用 . 

标准 逻辑 是 单调 的 , -- 个 正确 的 公理 加 到 理论 了 中 得 理论 T',T' 忆 站 ,如果 

TPFP 必 有 TP 

就 是 说 随 着 条 件 的 增加 ,所 得 结论 也 必然 增加 ,而 非 单调 逻辑 , 指 的 是 -- 个 正确 的 公理 加 到 
理论 了 中 ,反而 会 使 预先 所 得 到 的 . : 些 结论 变 得 无 效 了 . 

非 单 润 逻辑 的 基本 出 发 点 是 古典 的 完备 性 ,对 一 个 理论 来 说 , 任 一 公式 号 ,或 者 PP 可 汪 
明 或 者 ”已 可 证 明 ( 这 与 3.3 提 到 的 完备 性 不 同 }. 这 样 为 保证 一 个 理论 是 完备 的 ,可 增加 命 
是 中 ,如 果 一 PP 不 能 由 该 理论 挫 演 出 来 . 将 这 样 的 命题 PP 假设 是 成 立 的 ,加 到 理论 中 参与 推 
理 , 便 是 非 单 润 的 推理 方式 ,-- 晶 得 知 六 并 不 成 立时 ,那么 由 于 五 成 立 而 导出 的 所 有 结论 将 
巩 否 定 ,或 说 由 于 的 成 立 将 导致 理论 的 不 一 致 性 ,将 进行 回 戎 ,以 司 消 除 丰 一致 性 ， 


习题 3 


1. 依 公理 系统 证 明 
CP AQ HP YI Q) 
(2) PY (PAAQ) 
(3) FP>(QVYP) 
(4) FQ (PA) 
2， 依 王 尘 算 法 判断 下 述 草 涵 式 是 否 正确 
C1 一 外 A(P 一 及 ) 一 一 忆 
(2) (PETIA RPOA OVYT SI PY -RR 
(TPAOD=- PY-Q 
3， 依 自然 演绎 系统 证 明 
(1) -Al-A=>B 
(2) A—=B,-7BH--A 
(3) ArB,Am~BH--4 
(4) -7 CAB) 有 A 


第 4 章 调 词 逻辑 的 基本 概念 


第 3 章 讨 论 的 是 命题 逻辑 ,包括 基本 概念 .等 值 和 推理 演算 .公理 化 .第 4,5,6 章 将 讨论 
谓词 逻辑 的 基本 概念 ,等 值 秒 推理 演算 ,公理 化 . 
在 命题 轴 辑 中 ,是 把 简单 命题 作为 基本 单元 或 说 作为 康子 来 春 待 的 ,不 硝 对 简单 命题 的 
内 部 结构 进行 分 析 , 如 命题 
“w 2 是 无 理 数 ” 
是 作为 两 个 独立 的 命题 看 待 的 ,不 考虑 这 个 命题 间 的 联系 , 事实 上 这 两 个 命题 仍 可 作 分 解 ， 
它们 都 有 主 词 和 谓词 ,这 样 的 细 分 带 来 的 好 处 是 可 将 这 两 个 有 相同 谓词 (是 无 理 数 六 的 命 
题 联系 起 来 . 丸 如 
几 有 理 数 都 是 实数 . 
2/?7 是 有 理 数 ， 
所 以 277 是 实数 ， 
直观 上 看 这 样 的 推理 应 该 是 正确 的 .然而 在 命题 运 辑 里 就 不 能 描述 这 种 推理 , 设 这 三 个 命题 
分 别 以 p,qsr 表示 ,相应 的 推理 形式 为 
(p Aor 
由 于 对 任意 的 p,qsr 来 说 这 推理 形式 并 非 重 言 式 , 也 就 是 说 这 个 推理 形式 不 是 正确 的 . 对 这 
样 的 人 们 熟知 的 推理 关系 在 命题 逻辑 中 得 不 到 正确 的 描述 ,自然 是 命题 远 辑 的 局 限 性 . 
只 有 对 简单 命题 艇 进一步 剖析 ,才能 认识 这 种 推理 规律 . 这 就 需要 引 人 谓 词 . 引 人 变 量 
并 考虑 到 表示 变量 的 数量 上 一 般 与 个 别 的 全 称 量 词 和 存在 量词 ,进而 研究 它们 的 形式 结构 
和 有 逻辑 关系 ,这 便 构 成 了 谓词 盟 辑 . 
为 方便 起 见 , 第 4.5.6 章 的 讨论 ,约定 以 小 写字 母 表 示 命 题 , 而 以 大 写字 母 来 表示 谓词 . 
所 介绍 的 内 容 限于 一 阶 谓词 逻辑 或 称 狂 谓 词 下 辑 , 将 会 看 到 谓词 时 辑 较 命 题 轴 辑 复 杂 
得 多， 


4. 1 谓词 和 个 体 词 
4, 1.1 谓词 


例 张 三 是 学 生 . 
李 四 是 学 生 . 
在 命题 逮 辑 里, 这 是 两 个 丰 同 的 使 古 ,只 能 分 别 以 两 个 不 同 的 符号 如 pwg 表示 了 了 . 然而 
分 析 … 下 这 两 个 命题 的 共同 点 ,它们 都 有 证 词 和 谓词 ,不 同 的 是 主 词 * 张 三 *、…“ 李 四 ”而 谓 记 
“是 学生" 是 相 问 的 ,现在 我 们 强调 它们 的 共同 点 . 戎 以 大写 符 号 研 表示 "是 学 生 ”. 这 样 网 个 


"|: 


iE wr 


"I pp, 


+ 


A 


命题 的 共同 性 可 申 忆 米 体 班 了 .但 主 词 还 需 区 别 开 米 . 便 可 把 这 两 个 命题 分 别 写成 
妇 号 于 

和 着 5 李 四 ). 
明显 地 描述 了 这 两 个 命题 的 共 问 点 和 不 同 点 . 自然 一 般 地 可 引入 变 基 工 米 表 杰 诗词 ,于 是 
符号 (2) 就 表示 "x 是 学 牛 ” 通常 把 P(r) 称 作 词 . 

叫 以 这 样 来 埋 解 请 训 : 

在 一 个 命 肿 里 ,部 果 主 词 只 有 一 个 ,这 时 表 未 该 十 词性 质 或 属性 的 词 便 称 作 户 词 , 这 十 
-元 (日 ) 滑 记 , 以 G0), 人 Cry 表示. 

在 一个 命 荐 里 ,如 果 主 词 多 于 一 个 ,那么 表示 这 几 个 主 词 间 的 关系 的 词 称 作 谓 词 , 这 是 
名 光 滑 训 ; 凡 记 CEryy) ROT YX} 表示 - 如 


“ 张 三 和 李 四 是 兄弟 ” 其 中 * 是 兄弟 ”是 谓词. 

“5 大 于 3” 其 中 "大 于 ”是 谓词. 

“ 张 三 比 李 四 高 ” 其 中 * 比 …… 高 "是 谓词 

“天 津 位 于 北京 的 东南 ”. 其 中 * 位 于 …… 东 南 " 荐 谓词 
“4 在 B 上 ”. 其 中 "在 …… 上 ”是 谓词 


4. 1.2 个 体 词 


在 数理 逻辑 中 ,不 使 用 坏 词 这 个 词 ,习惯 称 为 个 体 词 . 它 是 一 个 命题 里 表示 思维 对 象 的 词 ， 

2( 张 三 ) 中 的 张 三 是 个 体 词 或 称 个 体 常 项 . 而 谓词 忆 Cz) 中 的 变量 z 为 个 体 变 项 或 个 体 
ET 

有 个 个 体 的 谓词 P(x …….z,) 称 如 项 ( 目 , 元 ) 请 词 . 如 果 卫 是 已 同 有 确定 含 头 的 放 
训 ,就 称 为 肝 词 常 项 ,而 P 卖 任 一 谓词 时 ,就 称 为 担 词 变质 . 

将 个 体 变 项 的 变化 范围 称 为 个 体 域 或 论 域 ,以 站 表示. 并 约定 请 词 超 辑 的 个 体 域 除 骨 
确 指 明 外 ,都 认为 是 包括 一 切 事 物 的 一 个 最 广 的 集合 . 谓词 变 项 的 变化 范围 ,不 做 特别 声明 
时 , 指 - 切 关 系 或 一 切 性 质 的 集合 . 

论 城 是 重要 的 概念 ,同一 谓词 在 不 同 论 域 下 的 描述 形式 可 能 不 同 ,所 取 的 真 假 值 也 可 能 
不 同 . 


4. 1.3 谓词 的 定义 


曾 将 渭 词 视 作 为 一 个 个 体 的 性 质 或 多 个 个 体 间 的 关系 .还 可 进一步 抽象 地 定义 ,谓词 是 
给 定 的 个 体 域 到 集合 :本 .FF} 上 的 一个 映射 .如 P(r) 其 中 ED 而 了 PCr) 的 取 值 为 工 或 

郊 则 "房子 是 黄色 的 "可 由 户 订 

YELLOW (HOUSE) 
下 灌 ，HOU'SE 取 值 为 房子 允 是 黄色 的 ,该 命题 方 为 家. 借助 于 谓 记 的 抽象 定名 ,也 时 用 二 
元 谓词 

VALUE (COLOR ,HOUSEY 

米 描 述 这 命 串 ,而 WALUE 头 是 全 忻 到 :村上 的 映射 .不 一 定 有 什 冬 其 体会 六. 促 当 个 体 


+ 


COOLOR 取 值 为 黄色 的 ,HOUSE 取信 为 房子 时 NVALUE 就 取 值 为 工 ， 

还 需 说 明 , 一 般 地 说 谓 闷 Piz) ,QCryy) 是 命 占 形 作 而 不 足 命题 , 因为 这 里 没有 斯 定 谢 
词 符号 己 , 久 的 会 尽 , 即 它们 是 谓 问 变 项 . 再 者, 个 体 词 .rwy 也 是 个 体 变 项 . 从 而 不 可 能 确定 
Piz)lvQfrvy) 的 真 值 是 取 真 还 是 取 假 . 仅 当 谓词 侄 项 取 定 为 某 个 证词 常 项, 并且 个 体 问 取 
定 为 个 体 常 项 时 ,命题 形式 才 化 为 命题 , 如 Ptr) 家 是 有 理 数 ,那么 (3) 是 命题 , 走 促 为 
,Rfrry) 表 大于: 拖 么 信人 ,3) 是 命题 陪 值 为 下 . 

谓词 的 真 值 恢 赖 于 个 体 室 元 的 论 域 ， 


4. 1,4 ”请 词 逐 辑 与 命题 逻辑 


可 认为 谓词 到 辑 是 命 右 逐 辑 的 推广 ,命题 轴 辑 是 谓词 逻辑 的 特殊 情形 . 因为 任 -命题 胡 
可 通过 引入 具有 相应 会 义 的 谓词 (个 体 词 视 为 常 项 )} 来 袁 示 ,或 认为 一 个 命题 是 没有 个 体 变 
无 的 军 雹 请 词 ， 

命题 逻辑 中 的 很 多 概念 .规则 都 可 推广 到 兽 记 逻辑 中 延 用 ,如 联结 词 可 照 扫 到 谓词 过 
辑 ,无 项 再 做 说 明 , 有 的 等 值 式 推理 式 也 可 移植 到 谓词 还 辑 ， 

然而 谓词 逻辑 里 出 现 了 个 体 变 元 ,谓词 .量词 等 概念 ,给 我 们 的 讨论 带 来 了 复杂 性 ,特别 
是 个 体 论 域 常 是 无 限 域 ,加 大 了 处 理 难度 , 最 简单 又 深刻 的 例子 ,在 命题 逻辑 里 一 个 公式 不 
难 判 定 它 是 否 是 重 言 式 , 真 值 表 法 是 能 行 的 方法 , 然而 在 请 词 运 辑 里 就 设 有 …- 般 的 能 行 算法 
来 判定 任 一 公式 是 不 是 普遍 有 效 的 (或 称 定理 . 永 真 式 ). 


4.2 二 数 和 量词 
4. 2. 1 函数 


在 谓词 过 辑 中 出 现 变量 ,自然 也 会 考虑 引入 了 旺 数 .而 旺 数 本 身 的 滞 义 和 通常 微 积 分 学 里 
的 定 针 县 - 致 的 ,只 须 强调 的 它 是 某 个 体 域 ( 林 必 是 实数 ) 到 另 一 个 性 域 的 喘 射 ( 严 递 的 定义 
见 第 11 章 ), 不 同 子 将 个 体 映 射 为 真 假 值 的 谓词 , 而 且 函 数 并 不 单独 使 用 ,是 撤 人 在 谓词 中 ， 

如 请 数 fathertx) 表 的 父亲 ,车 Pltx) 表 x 是 教师 . 则 了 (fathertr)) 就 表示 之 的 父亲 是 
教师 , 当 x 的 取 值 确定 后 ,PC(fatherCx)) 的 值 或 为 真 或 为 假 . 又 如 * 张 三 的 父亲 和 母亲 基 夫 
妻 "可 描述 成 MARRIED tfather( 张 三 ), mother( 张 三) 其 中 请 词 MARRIEDKryy) 表 示 了 
种 wy 是 夫妻 ,而 fathertx),mothertx) 是 注 数 . 

约定 卢 数 符号 用 小 写字 母 表 示 , 如 F,g ,father,…. 这 不 会 与 以 小 写字 母 表 示 的 命题 相 
泥 的 ， 


4.2.2 量词 


用 来 表示 个 体 数量 的 词 是 其 词 , 也 可 看 作 是 对 个 体 词 所 加 的 限制 .约束 的 词 ,但 主要 不 是 
对 数 明 “个 .一 个 ,三 个 必 当 的 具体 描述 ,而 是 讨论 两 个 最 通用 的 数 旺 限制 词 ， .个 是 “所 有 的 ” 
一 个 是 “至 少 有 一 个 ”, 分 别称 作 全 称 量词 和 存在 其 问 . 在 某 种 意义 上 说 ,这 是 一 对 相对 立 的 讨 . 
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党 讨论 全 称 基 词 . 如 

“凡事 物 都 中 运动 的 ” 
这 命题 中 的 "及 "就 是 表示 个 剧 爸 元 数 其 的 词 ， 凡 ?的 等 广 司 有 ”所 有 的 "，-- 切 的 "、 任 一 
个 ”每 一 个 ”这 人 句 话 的 辣 思 是 涪 

对 任 -事物 而 言 , 它 都 是 运动 的 ， 
或 说 对 任 一 志春 言 w 是 运动 故 . 
用 二 个体 二 的 沦 域 是 记 会 : 切 事 物 的 集合 ,这 介 话 可 形式 摘 述 为 

(VCzr 想 运 动 的 》 


也 吕 写 上 成 
(rytr 是 运动 的 ) 
Yrtr 大 运动 的 ) 
抹 再 以 Ptr) 表 未 工 是 运动 的 , 著 么 还 可 写成 
(Vr) CP UT)) 
或 简写 成 (Yr CPxD( 但 CY20CPCTDY Q(x) 不 能 写成 (YPCD QCr)). 
符号 (VY7) 读 作 所 有 的 x 或 任 一 ,一切 x, 而 VY 就 是 全 称 量词 , 它 所 约束 的 个 体 是 x. 
命题 (Yz) Plz) 当 且 仅 当 对 论 域 中 的 所 有 x 来 说 ,P(r) 均 为 真 时 方 为 真 . 这 就 是 全 称 
量词 的 定义 ， 
慰 而 (CYz)y PCr) 二 FF 成立; 当 且 仪 当 有 一 个 xsED., 使 P(x) 二 FF 
其 次 讨论 存在 其 词 . 如 
“有 的 事物 是 动物 ” 
这 命题 中 “有 的 "就 是 表示 个 体 变 元 数量 的 词 ,“ 有 的 "的 等 义 词 有 “存在 一 个 ",“ 有 一 个 ”“ 有 
些 ” 这 各 话 的 意思 是 说 


有 一 事物 , 它 是 动物 ， 
或 洲 有 -Xx;X 是 动物 . 
可 形式 描述 为 
x) (x 是 动物 》 
也 可 写成 
jxtz 是 动物 ) 
如 果 以 名 (xz) 表 示 工 是 动物 ,那么 这 铝 话 就 可 写成 
(Jz (rr) 


符号 归 7) 读 作 至 少 有 一 个 x+ 或 存在 一 个 z+ 或 有 菜 些 x, 而 3 就 是 对 个 体 词 起 约束 作用 
的 存在 上 基 词 ,所 约束 的 变 元 是 了- 

命题 条 x)Qtr) 当 日 仅 当 在 沦 域 中 至 少 有 一 个 x,.Q(xo) 为 真 时 方 为 真 , 这 就 是 存在 量 
训 的 定义 . 

从 而 加 训 @(7) = 下 , 当 扩 仪 当 对 所 有 的 +ED 者 有 (x) 一 F. 


4. 2. 3 ”约束 变 元 和 自由 变 元 


全 一 个 售 有 陛 半 的 合 题 飞 志 电 , 风 介 个 体 词 爱好 调 的 约束 还 基 不 受 贡 启 的 约 宗 居 重 要 


* oF7+ 


的 . 无 论 在 定义 会 趟 公式 以 及 对 个 体 变 元 作 代 A 入 时 部 高 区 分 这 两 种 情形 ， 
若 了 (x) 表 + 是 有 理 数 ,这 寺 的 妆 元 x 不 受 任何 量词 约束 . 便 称 是 自由 的 . 而 
CY rr) 
中 的 两 处 出 现 的 变 元 z 郁 受 其 间 Y 的 约束 , 便 称 作 约束 变 元 , 受 约 昌 的 变 元 也 称 镀 其 词 基 化 
了 的 变 元 ， 
命题 形式 (YIPCr YI 中 变 区 < 是 约束 的 .而 变 元 y 是 自由 的 . 
就 命题 形式 CVzryPervatzi 如果 多 许 这 样 书写 的 话 ? 而 言 , 共 中 (yz) Ptz) 中 的 了 
是 欧 惠 变 元 ,而 名 tr) 中 的 > 十 目 由 变 元 . 
基 词 所 约束 的 范围 称 为 基 词 的 辖 域 . 如 
(vyR{Er,yl 中 ,R(T,y) 昨 (Wr) 的 辑 域 . 
(xjt(YyPtry)) 中 ,Plzr,y) 是 (Y¥Yy) 的 辖 域 . 
(Fy Ptryy) 是 但 x) 的 辖 域 ， 
对 命题 形式 Ptz) 来 说 ,看 Ptz) 的 合 义 已 确定 , 即 P6z) 已 是 谓词 常 项 时 ,如 何 化 为 俞 题 
呢 ? 一 种 办 法 是 将 变 元 了 确定 为 某 个 常 项 . 另 一 办 法 是 将 z 量化 .这 时 (YWz)P(z),(37) 
P(xz}) 痢 是 命题 了 .如 P(x) 表 是 有 理 数 ,那么 (Yz) P(x) 说 的 是 论 域 吕 上任 一 x1x 都 是 有 
理 数 ,这 话 不 真 , 从 而 (Yx) PCr) 二 F. 而 (3x) P(x) 取 值 为 真 , 因 为 D 域 中 全 有 有 理 数 . 
还 指出 一 点 ,CYz) P(x) 和 CYy) PCy) 会 义 是 一 样 的 ,或 说 不 管 P(r) 如 何 ,都 有 
CyrPlr)= (YPty) 
这 是 不 难 理解 的 ,因为 在 同一 论 域 石上 ,对 … 切 zz 具有 性 质 己 , 同 对 一 切 yy 具有 性 质 
已 , 除 变 元 工 和 ?的 区 别 外 并 无 差异 ,从 而 (yzyPtz) 与 (Yy)POy 有 相同 的 真 值 . 这 个 关系 
可 称 作 蛮 元 易 名 规则 ， 


4.3 合式 公式 


像 命 是 黑 辑 一 样 , 需 限定 所 讨论 的 命题 形式 的 范围 ,由 于 谓词 过 辑 里 引 人 和 了 个 体 亲 、 量 
涪 , 从 而 带 米 了 复杂 性 . 

首先 应 明确 我 们 所 讨论 的 谓词 逻辑 ,限定 在 量词 仅 作 用 于 个 体 变 元 ,不 允许 量 间 作用 于 
命题 变 项 和 谓词 变 项 .不 出 现 


(JIQ I p) 
(dQ Qtr YT PUr)) 
这 种 形式 的 符号 ,也 不 讨论 请 词 的 谓词 , 这样 根 定 的 范围 就 称 作 一 阶 谓 通 遇 辑 . 这 是 相对 高 


阶 谓 诅 还 辑 而 襄 的 ， 

还 需 说 明 一 下 所 使 用 的 符号 : 

命题 变 项 以 户 ,gr 表示 (小 写 )， 

个 体 变 项 以 ,yz 表示 (小 对 ) ,个 体 常 项 则 以 大 写 英 文 单词 表示 ,有 时 也 以 epse， 
等 小 写字 其 表示 . 

谓词 变 琐 以 卫 ,Q@, 尺 ,…' 表 示 ( 大 写 } ,谓词 常 项 则 以 太 写 黄 交 字母 表示 ,如 GREAT， 
ON 等. 


站 要 二 


明 数 以 fg ,下 表示 (小 写 ) 

计 个 联结 间 仍 延 用 命题 逻辑 的 符号 . 

晤 词 有 YY 和 3 . 

还 有 小 括号 ( ). 

这 些 符 号 所 代表 的 内 容 看 来 有些 混 乱 , 但 对 一 个 给 定 的 谓词 公式 来 说 ,容易 分 辨 并 不 致 
于 出 现 混 清 . 

现在 的 问题 是 ,由 上 上述 这 些 符 续 可 形成 哪些 我 们 所 关心 的 符号 串 , 需 作 约 定 ， 

合式 公式 定义 ，; 

(1) 合 题 弟 项 ,命题 空 项 和 原子 谓词 公式 {不 含 联 结 词 的 请 词 ) 都 是 合式 公式 . 

(2) 和 如果 六 是 合式 公式 ,出 ' 有 A 也 是 合式 公 

(3) 如 果 如.B 是 合式 公 趟 ,而 无 变 元 x 在 有 4,B 的 一 个 中 是 约束 的 而 在 男 … 个 中 是 自 
由 的 ,名 (六 ABY,CANVNB),(A--B),(AmB) 也 是 合 蕊 公式 (最 外 层 括号 可 省 略 ). 

(4) 如 果 4 是 人 台式 公式 ,而 在 如 中 是 自由 变 元 , 则 (yzr)4,(az)4 也 是 合式 公式 ， 

(5) 只 有 通 合 以 上 上 条 的 才 是 合式 公式 ， 

依 定 区 

7pm Pr sy VY RO (YA BD (I A YEBCzy)) 都 是 合 

忒 公式 . 

然而 (YPCOCCOD (COYAIFCED CCVYzPOvw 都 不 是 台式 公式 ， 

并 不 是 说 上 述 形 成 合式 公式 的 方式 是 陵 一 的 . 这 里 给 出 的 是 限制 较 强 的 .但 不 管 哪 种 合 
戌 公式 的 定义 ,都 要 求 所 形成 的 公式 语义 上 是 有 意义 的 ,含义 是 唯 的 . 


4.4 ”自然 语句 的 形式 化 


使 用 计算 机 来 处 理由 自然 语句 或 非 形 式 化 陈述 的 问题 ,首要 的 工作 是 问题 本 身 的 形式 
擂 述 . 

命题 进 辑 的 表达 问题 的 能 力 : 仅 限于 联结 词 的 使 用 , 而 谓词 还 辑 由 于 变 元 ,谓词 .量词 各 
函数 的 引 人 和 人 具有 强 得 多 的 表达 问题 的 能 力 ,已 成 为 描述 计算 机 所 处 理 的 知识 的 有 力 工 具 , 人 
工 智能 学 科 将 谓词 逐 辑 看 作 基 一 种 基本 的 知识 表示 方法 和 推理 方法 ， 

使 用 谓词 逻辑 描述 以 自然 语 包 表达 的 问题 ,首先 要 将 问题 分 解 成 一 些 原子 谓词 , 引 人 渭 
词 符号 , 进 侧 使 用 量词 . 盟 数 .联结 词 来 梅 成 台式 公式 ， 


4.4.1 “所 有 的 有 理 数 都 是 实数 ”的 形式 化 


所 有 的 有 理 数 都 是 实数 ,其 意思 是 说 ,对 任 一 事物 面 言 ,如 果 它 是 有 理 数 ,那么 它 蚌 实 
数 . 元 对 任 一 必 宙 证 ,如 果 4 是 有 再 数 ,那么 x 是 实数 . 若 以 Ptr) 表 示 x 是 有 理 数 ,Q(r}) 志 
到 二 是 实数 .这 知 话 的 形式 描述 应 为 
(VPtr} ri)) 
六 为 + 的 论 域 是 一 团 事 物 的 集合 ,也 以 x 是 有 理 数 个 菏 侍 . 
襄 六 是 的 是 这 名 语 不 能 形式 化 为 


(FPOr)y A Ar 
这 公式 的 意思 是 说 ,对 所 有 的 .rr 是 有 理 数 采用 浆 基 实数 . 
“所 有 的 …… 都 是 …… ”这 类 语句 的 形式 撒 述 只 能 使 用 一 面 不 能 使 用 A， 
所 有 的 有 理 数 都 是 实数 ,这 和 句 话 按 人 们 通常 的 认识 和 肯 宇 旦 成 立 的 , 取 算 为 真 , 而 且 技 走 
值 与 论 域 是 无 闫 的 . 设 论 域 


局 一 ;iT 张 二 , 浊 耶 ， 
含有 有 理 数 也 含有 非 有 理 数 . 使 用 
《有 

来 描述 这 和 句 话 臣 对 的 . 因为 对 了 所 有 的 xED, 痢 育 了 Ptr 一 QCr) 二 本) 从 调 (VYr7(CPtx) r 
Qtr)) 二 T, 如 果 DD 只 会 有 理 数 或 不 含 任 -有 理 数 , 仍 有 (YCPCARQ02)) 一 T. 从 而 使 
用 一 来 描述 "所 有 的 …… 者 蚌 ……” 是 符合 人 们 的 常规 理解 的 - 

然而 以 CYzICPCz AS 来 描述 ,就 有 问题 了 , 困 为 仅 当 万 中 内 会 有 理 数 了 时, (Yr) 
《已 (内 各 (zi 和 才 为 真 , 即 (YeiPte7 总 (2 的 取 盾 与 论 域 是 有 关 的 必 所 有 的 有 理 数 都 是 
实数 ”, 这 句 话 有 时 对 有 时 不 对 ,所 以 这 种 措 述 是 不 合适 的 . 

再 者 (Yz)CPtz)A 和 cz 六 这 种 形式 的 公式 ,在 包含 方 物 的 广 广 的 论 域 上 是 常 取 假 的 ,使 
用 得 很 少 ， 


4.4.2 “有 的 实数 是 有 理 数 ” 的 形式 北 


这 每 话 的 意思 荐 说 ,存在 一 万 物 它 是 实数 ,而 昌 是 有 理 数 . 即 育 一 个 <,zr 是 实数 并 量 是 
有 理 数 , 仍 以 Per) 表 了 是 有 型 数 ,@(zr) 表 示 立 是 实数 ,这 和 句 话 的 形式 描述 应 为 
(Ix A PUT)) 


需 注意 的 是 不 能 使 用 
( 习 工 六 全 1 了- Pltr))} 

“有 的 ……? 基 ……" 这 类 语句 , 按 人 人 们 通常 的 认识 , 它 的 取 值 是 真是 假 应 与 个 体 城 有 关 ， 
设 论 域 DD 二 teyT!: 张 三 ,桌子 } ,其 中 没有 有 理 数 ,所 以 在 D, 上 不 存在 是 有 理 数 的 实数 , 故 在 
DD 上 这 人 旬 话 真 慎 应 为 假 ; 弓 ztQCz) PCz)) 也 确 为 假 , 仅 当 D 中 有 有 理 数 时 (jx) {Qtr) 
P(r)) 方 为 真 . 从 而 这 种 形式 描述 是 正确 的 . 

若 以 (ztz) 一 PCz)) 来 描述 ,就 示 符 合 人 们 的 常规 理解 了 , 因为 及 在 不 含 实数 的 论 
域 上 都 有 (xz 一己 (xz 一 工 ,这 是 不 对 的 ， 

再 者 (了 xz)(QCz) 一 PCzr)) 这 种 形 试 的 公式 ,在 包含 万 物 的 广义 的 论 域 上 常 为 真 .很 少 
使 用 ， 


4.4.3 “没有 无 理 数 是 有 理 数 ” 的 形式 化 


这 问 话 有 但 定 词 , 意 忠 是 对 任 一 .cr 击 言 ,如 果 .r 是 无 理 数 ,那么 .不 是 有 理 数 . 苦 以 
人 (表示 x 是 万 理 数 .B0r) 表示 .是 有 并 数 ,这 委 话 的 形式 捕 述 为 
dA 
* D+ 


世 本 以 北 办 上 上 等 价 的 
ya) Bc) 
{ -rn) 


玉 滴 述 . 一 ~、 


4. 4.4 “有 的 实数 不 是 有 理 数 ” 的 形式 化 一 一 
让 名 话 的 总 四 十 有 的 > 了, 它 是 实数 而 及 不 是 有 理 鼓 , 若 以 40z) 表 法 了 是 实数 ,20cY 去 


必 : 是 有 理 数 ,于 各 这 人 到 活 问 形式 描述 为 
(dt dtr bry) 


4.4.5 自然 数 集 的 形式 描述 


沦 域 尼 自然 数 集 ,来 形式 化 语 条 . 

C1) 对 每 个 数 , 有 日 习 有 一 个 相继 后 元 . 

{27 没有 这 样 的 数 ,0 是 其 相继 后 元 . 

(3) 对 除 癌 而 外 的 数 , 有 音 公有 :个 相继 前 元 5 可 将 这 三 知 话 作为 建立 自然 数 集 合 牙 
公开 ). 
是 入 谓词 Etx.y) 表 示 x 二 y ,区 数 fx) 表示 个 体 这 的 相继 后 元 , 即 (x) 二 x+ 十 1, 映 数 
sz 表示 个 体 的 相继 前 抑 , 即 er) 一 一 1 
对 语句] 逢 注意 唯 -- 人 性 的 描述 ,常用 的 办 法 是 如 果 有 两 个 则 它们 必 相 等 . 即 苦于 每 个 , 
部 存在 y,y 是 x 的 机 继 后 元 ;有 是 对 任 -xz, 如 果 它 也 是 xz 的 相继 本 元 ,那么 yx 必 相 等 . 十 坟 
村 庄 入 1 存在 唯一 性 的 描述 为 

CYAdyI Ely OD A YW ICEte, fa Ey 2))) 

对 语句 3 需 注 意 的 是 对 “有 除 0 而 外 "的 描述 ,可 理解 为 如 果 去 0, 则 …… 的 形成 ,于 起 注 
条 3 可 描述 为 

《EC (dy Ely wr A {Yr Er rg lr) Ely 2)})) 

说 名 2 的 描述 是 简单 的 ,可 写成 

= (dx)ECD, F(x)) 


4.4.6 “至 少 有 一 偶数 是 素数 "与 “至 少 有 一 偶数 并 且 至 少 有 一 素数 "的 
形式 化 


条 证 意 两 者 的 区 别 ,分别 形式 描述 为 
(dT A BIA A LIB x) 
六 黄 咎 如 辑 公 汪 于 术 等 秆 . 
间作 “ 切 事物 它 或 是 生物 或 是 非 生物 ”与 "或 者 … 切 事物 都 是 生 物 , 或 者 - 切 果 物 所 
-上 上 生物 "的 形式 化 也 是 不 同 的 ,可 分 别 形式 描述 为 
个 于 四 公式 也 不 千 什 ， 


再 有 ” - 切 素 数 痢 是 奇效 "与 " 若 一 切 事 物 者 是 素数 , 堵 么 -: 切 事物 都 是 奇数 ”的 形式 化 
分 别 是 

(VtAtr Br SY IA) {Yr Br) 
四 者 也 不 等 值 ， 


4.4.7 积木 世界 的 形式 描述 


如 图 ,4.1 所 示 三 块 积 木 ,B,C 放 在 上 梨子 上 ,相对 位 置 可 如 下 描述 : 
ON (CC',A) 表示 但 在 A 上 . 
ONTABLE (4) ”表示 4 在 梨子 上 ， 
ONTABLE (B) 表示 BB 在 康子 上 . 
CLEAR (CO) 表示 心 上 无 积木 块 . 
CLEAR (8) 表示 8 上 无 积木 块 . 
(Yi EARCT)—T (JyION (GY, x)) 
表示 ,对 任 -- ,如果 xz 上 无 积木 ,那么 没有 yy 在 x 上 .这 表明 了 谓词 CLEAR ,ON 的 关系 ， 


4.4.8 一 段 话 的 形 滤 描述 


“ 张 三 在 计算 机 系 工作 , 李 四 是 计算 机 系 的 领导 人 员 . 如 果 y 在 计算 机 系 工 作 , 而 z 是 计 
算 机 系 的 领导 ,那么 z  y 的 上 级 ”这 段 话 的 形式 描述 为 
WORKS-IN {计算 机 系 , 张 三 ) 
MANAGER (计算 机 系 , 李 四 ) 
WORKS-IN (计算 机 系 ,y) 
A 和 MANAGER (计算 机 系 ,z) 一 BOSS-OF Cy,z)， 


4.4.9 “函数 f(r) 在 Lea,5] 上 的 点 xo 处 连续 ”的 形式 描述 


Ve eI ONY rr br | fr fr) ee))) 
4.4. 10 对 谓词 变 元 多 次 量化 的 分 析 
没 产 (zy 是 二 元 谓词 .对 两 个 变 元 的 量化 可 得 4 种 形式 . 


CY WIT Pr y= YY Pr )) 


"2 


才 解 为 对 - 贱 工 和 切 » 事 有 有 关系 忆 , 或 说 对 一 切 工 一 切 ytay) 都 成立. 当 革 仪 当 
村 一 二 的 ED wyEDDCrw) 雹 为 实时 ;CYANtYy)Pi7r,Yy) 值 为 惧 . 显然 ， 
【和 本 
(2 CYP ry (yr dP (rv)) 
理解 为 对 … 团 工 .部 有 > 有 只有 关系 了 ,或 说 对 - 切 工 者 可 找到 使 Pr 成 立 , 需 注意 
的 是 4VY23 的 次 译 号 不 可 突 摘 的 ， 
二 了 riy) 表 4 一 y 一 0, 论 域 D. 为 实数 .这 叶 : 
对 记 世 DD 有 yyED 使 训 一 y, 一 9, 
对 六 生 已. 有 入 全 五 使 一 测 二 册 
从 而 (说 30PCry) 二 了 ,这 时 对 局 有 对 二 有 .于 不 要 求 各 二 vy 
(C3) (CIO Pr yo dy YP ry) 
理解 为 有 一 个 7, 对 所 有 的 y 有 关系 了 .最 然 这 与 {9%)(9 x)PLr,y) 是 不 同 的 . 
如 大 (0) 表 .yy 一 0 论 威 为 实数 . 取 rr 一 问 时 ,对 所 有 的 y 均 有 > .xy 一 0 成立 ,从 而 有 
(Ja YP ry) =, 
(4) (JO IVP Y= I) I PY)) 
理解 为 有 一 个 ,有 一 个 站 具有 关系 王 . 显然 (xz)6d3)Pr 一 (dy)(r)POesy)， 
圭 更 密 个 量词 的 情形 可 同样 分 析 . 
这 一 节 介 绍 了 一 些 其 体 语 句 的 形式 化 ,都 具有 一 般 性 ,特别 是 对 “所 有 了 的 都 
是 ……”， 有 的 …… 是 ……… 的 形式 描述 是 最 基本 的 格式 . 
通过 这 些 伐 地 .也 可 看 出 谢 词 逻辑 的 广泛 的 表达 能 力 ， 


4.5 ”有限 域 下 公式 (VYx)P(xY), (9x)P(x) 的 表示 法 


我 们 曾 约 定 个 体 变 元 的 论 域 是 包含 一 切 事物 的 集合 ,由 于 论 域 的 无 限 性 ,给 公式 真 值 的 
计 论 带 米 了 复杂 性 . 今 将 论 域 限 定 为 有 限 集 ,为 方便 叉 不 失 一 般 性 ,用 (1.2,… .来 代表 ,这 
时 来 重新 认识 一 下 全 称 蕴 词 和 存在 党 词 ， 


4. 5.1 论 域 为 有 限 域 时 的 公式 表示 法 


(YAP)=PO MDP A APO) 

(JrIPer=POYYPOYV VC) 

按 定义 (Yx)YP(r) 就 是 一 切 x 都 具有 性 质 卫 .或 说 对 一 切 x, P(r) 都 成 立论 域 

D =il,2,. 
有 时 ,号 是 说 产 和 站) 天 人 2 都 成 立 . 自然 有 
VP) = PO MPD) A APIE) 

山 玉 是 说 ,全称 疆 词 时 斑 习 会 报 词 雇 的 推广 , 有限 域 下 ,YrYPLr) 就 化 成 了 由 合 取 词 描述 的 
而 带 球 辑 的 公式 . 齐 任 音域 下 .个 称 优 词 的 作用 “相当 于 ”无 限 个 合 到 词 的 作用 . 

接 定 关 器 PC) 束 是 至 少 有 :个 了 其 有 性 质 王 .或 说 有 -个 汪 使 天 人 成立, 在 论 域 

< 63。 


为 DD 时 ,就 是 说 0) 或 记 C2) 或 :或 巨 ( 上 &} 上 成立 ,自然 有 
(Azy Pr PO YY PCY VY Pk) 
也 就 是 说 ,存在 量词 了 万 是 析 取 辣 Y 的 推广 .有 限 域 下 (3.0)P6z7 就 化 成 了 由 析 取 词 描 
述 的 命题 忆 辑 的 公式 .在 任意 域 下 .存在 量词 的 作用 "相当 于 "无 限 合生 取 词 的 作用 . 
严格 地 说 ,在 无 穷 集 1， 2 上 上 
下 
下风 有 人 2 
部 是 没有 定义 的 ,不 是 台式 公式 . 一 般 地 说 ,谓词 于 辑 的 公式 不 能 转换 为 命题 多 辑 会 世 ， 


4.5.2 在 域 11.2} 上 多 次 量化 公式 


《和 
= DD AAP.2) APCO, 1 AP(2,2) 
(drIVyIPlr y= YP YY (YP(2, y) 
=CPOT)APO, OV (P21) AP(2.2)) 
(¥y da Pr y= dP A drP ,2) 
=(PO VY PO TD AP 2 VY Pl2,2)) 
(rd Pr y= dP ,YY (dP(2, Yy) 
=tPO DVPOU oD YY P21) YY P22)) 
从 这 里 可 明显 地 看 出 (x 人 YPtryy) 与 (YYy) (397)P(zxyy) 的 不 同 , 车 将 CYy) (x) 
了 Cryy) 瑟 成 析 取 范式 , 便 知 
(VyIdr Pr y= PO DAPO .2DOY IPOD AP oY CPC,1) 
APC2,2 WY CCPC2,1 DAP ,2)) 
=(drY VP ry VY PO I AAP 2 YY (CPC2,1) A PC.,2)) 
从 而 有 
dx IP ry Vd P (ry) 
对 有 的 谓 闻 公式 礁 于 理解 时 ,可 在 有 了 眼 域 11.2; 上 转换 成 命题 逻辑 公式 做 些 分 析 , 常 会 
帮助 理解 


4.5.3 {1,2) 域 上 谓词 公式 的 解释 


谓词 多 辑 里 公式 的 一 个 解释 , 比 命题 针 辑 要 复杂 得 多 .在 已 知 的 论 域 下 , 需 对 公式 中 所 
谷 的 命题 变 项 .自由 个 体 变 项 . 谓 问 变 项 以 及 冰 数 给 出 一 个 具体 的 设 定 才 构 成 该 公式 的 -个 
解释 [在 1 下 该 公 上 成 有 确定 的 真 值 , 下面 在 沦 域 人 ,2} 上 讨论 ， 
对 公式 (yxIPt) 的 :个 解释 ; 
了 : PD TP(2)—F 
在 这 解释 下 ，(Y2zPfr) 一 工 ， 
对 公式 {1WzltayoPfryI 的 一 个 解释 ， 
7: ,= TP 2) 一 下 ， 
4。 


Pil2,1)=F ,Pt(2,2)—T. 
在 这 解释 下 ,(YritqyPUryi 一 T 因 为 对 一 1 有 天 (1 1) 一 了 ,对 工 一 2 有 了 22) 一 下 ， 
对 公式 (YICPtzl QIAaai 的 -个 解释 : 
TI: 1(1)=2, f(2)~1l, ul 
PCO) F, PO)=13 
QI=T ,QU TO.1)=F,Q2.2)=T 
在 这 解释 下 ,YAOCPGD-r 人 Ur wd)) 一 了, 因为 
二] 时 ,PC1) > 和 CI 1 一 下 
了 一 2 有 ， 亚 (2 一 旬 (C231) 一 工 
不 难 下 出 ,在 一 般 的 论 域 忆 上 ,一 个 谓 问 公式 解释 的 个 数 是 雹 限 的 ,而 日 每 个 解 者 本 号 
击 设 定 的 内 容 也 合理 解 为 是 无 限 的 ,包括 对 了 P07),P02) ,rr 了 (1) ,102) ,的 设 定 . 


4.6 公式 的 普 过 有 效 性 和 判定 问题 


调 词 这 辑 公式 也 可 分 为 三 类 ,一 是 普遍 有 效 公 式 、- 是 可 满足 公式 、 一 是 不 可 满足 公式 ， 
它们 的 定义 依 赖 于 谓词 公式 的 解释 . 

在 论 域 确定 之 后 ,一 个 谓词 公式 的 解释 .包括 对 谓词 变 项 ,命题 变 项 ,函数 和 自由 个 体 的 
具体 设 定 ， 

判 冲 个 公式 的 普遍 有 有效 性 问题 就 是 判定 问题 ， 


4. 6. 1 普遍 有 效 的 公式 


对 一 个 谓词 公式 来 说 ,如 果 在 它 的 任 一 解释 1 下 真 值 都 为 真 , 便 称 作 普 浪 有 效 的 ， 
如 PTI Vn PO) 
(YIPtz)Pfy ty 荆 个 体 域 中 的 一 个 元 素 ). 
VOPR (YAIR YP YY RUT)) 
都 是 普遍 有 将 的 公式 . 
前 两 个 公式 的 普 这 有 效 性 容易 下 出 , 仅 就 第 三 个 作 些 说 明 , 不 难看 出 ,在 该 公式 的 任 -- 
解释 (对 了 (x) .Qir) 的 设 定 ) 下 ,车 
CFAID TIY (VXIOL r=T 


必 有 
(VP YY QC) =T 
太 而 iTDPOTOY YTOQUTDI 一 (CYT) CPCrYVYQCA) 必 总 为 真 . 

对 个 谓词 公式 来 说 ;如果 在 它 的 某 个 解释 1 下 真 值 为 真 , 便 称 作 可 满 是 的 ， 

如 (YPCr) ,cP 都 是 可 满足 的 . 当 取 P(x) 表 "x 是 运动 的 -个 解释 ) 时 , 便 有 
CY 一 TT. 当 取 也 ( 如 表 "x 是 学 生 ”( 个 和 解释) 时, 重 有 (qz)Ptz) 一 从 而 沁 们 部 是 
叮 满 是 的 公式 . 

对 一 个 谓词 公 成 来 说 ;如果 在 它 的 任 :解释 了 下 真 值 均 为 假 ,使 称 作 不 可 满足 的 . 


如 (ry (POCryAm Pr)) 
(YrIPtry htdy Pty) 

都 是 不 可 满足 的 ， 

若 一 个 公式 是 普 忆 有 效 的 ,那么 这 公式 的 否定 就 是 不 可 满足 的 , 反 过 来 也 成 立 ， 

有限 域 上 -个 公式 的 可 满足 性 和 普遍 有 效 性 依赖 于 个 司 域 个 体 的 个 数 且 仅 依 闵 于 个 体 
域 个 体 的 数目 . 即 在 其 个 合 上 个 元 素 的 个 体 域 上 普 沉 有 效 ( 或 可 满足 ), 则 在 任 一 个 体 域 
上 也 普遍 有 效 { 或 呈 满 足 ). 

如 此 某 公式 在 羡 个体 域 上 普遍 有 效 , 则 在 一 1 个 体 域 上 也 普遍 有 效 . 

如 时 某 公 式 让 记 个 体 域 上 可 满足 , 则 在 十 1 个 体 域 上 也 可 洪 足 ， 


4. 6. 2 判定 问题 


谓词 黑 辑 的 判定 问题 , 指 的 是 任 一 公式 的 普 表 有 效 性 , 若 说 谓词 逻辑 是 可 判定 的 ,就 要 
求 给 出 -个 能 行 的 方法 ,使 得 对 任 一 谓词 公式 都 能 判断 是 再 是 普 记 有效 的 . 所 谓 能 行 的 方法 
万 是 一 全 机 械 方 法 ,可 一 步 一 步 做 下 去 ,并 在 有 穷 步 内 实现 判断 . 一 般 地 说 , 像 数学 定理 的 证 
明 不 是 能 行 的 ,因为 统 有 一 个 机 械 方 法 实现 对 尾 一 数学 定理 的 证 明 ,而 是 针对 不 同 问 题 个 人 
的 智慧 技巧 去 解决 . 当然 像 钱 性 方程 组 的 求解 ,是 有 能 行 方 法 的 , 能 行 可 判定 问题 关系 车 找 
出 能 行 的 方法 ,从 而 推进 有 关 方 法 的 研究 , 普遍 有 效 性 的 判定 ,关系 着 推理 形式 的 正确 与 否 ， 
关系 着 公理 系统 的 一 致 性 等 ,所 以 是 个 重要 课题 . 

(1) 滑 涪 效 辑 是 不 可 判定 的 ， 

对 尾 一 谓词 公式 而 言 , 没 有 能 行 方法 判明 它 是 否 是 普 议 有 效 的 ， 

然而 这 并 不 排除 谓词 公式 有 子 类 是 可 判定 的 . 像 命题 逻辑 就 可 用 真 值 表 沙 判明 任 -- 命 
题 公 式 的 永 真性 .判定 问题 的 困难 在 于 个 体 域 是 个 无 穷 集 以 及 对 亩 词 设 定 的 任意 竹 ， 

(2) 只 会 有 一 元 谓 间 变 项 的 公式 是 可 判定 的 . 

(3) (VA (YE IP Ts rt) 

和 (3 (dr Pr ,Tr,) 
型 公式 , 苦 『P 中 无 若 词 和 其 乙 自 由 变 项 时 也 是 可 判定 的 . 
(4) 个 体 域 有 穷 时 的 谓词 公式 是 可 判定 的 . 


习题 4 


1， 判断 下 列 各 式 是 否 会 式 公式 ， 
(1) PO (VXI (rr) 
(2) YICP Or) A QTY) 
(C3) (Ir) (YP (zr) 
(C4) (de Ply,z) 
(8) 【WPIr) 人 ye 
(6) 【了 (更 ( 字 人生 Cr7》 
(C7) (YTIPEOAOIPOCTI A IrIRtr hsS( rr) 


"BO" 


心心 


< 


. 求 下 八 各 式 的 真 值 


BY (A Cr 

《和 【本 字条 可 人 Ps 

CO CFPCry) A) 

作 如 何 的 县 体 设 定 下 列 公式 方 为 命题 

C1} CYP YR Nr 

ta (WP rN de 

C97 【时 

指出 下 刘 公 式 中 的 自由 变 元 和 约 东 变 元 ,并 指出 各 量词 的 回 城 
C1 OFAC A Or (YOR(UTI A MD)) 

(0) (CHIP A dR YY (YP ) 
CH) (YAP ACVR Oy) NSC) 


C1 CyrCPEOTY YG, 论 域 为 :11.2; .PCr 表 民 二 11Q(x) 表 =2. 

(2) 【Ye 一 外 (Cr YY RCa). 论 域 为 {一 2.112.3,5,6)y 六 表 2 六 11Q(z) 表 和 3， 
民 tr) 表 并 计 5.u 一 3 

《3) {CCD 一 人 C0, 论 域 为 浊 ,112: Pir) 表 7 六 2,QtI) 表 二 0， 

将 下 列 语 和 句 答 号 化 

(]) 一 切 事 物 都 是 发 展 的 . 

‘2) 凡 有 理 数 都 可 与 成 分 数 . 

(3) 所 有 的 油脂 都 不 溶 于 水 . 

(4) 存在 着 会 说 话 的 机 锻 人 . 

(5) 过 平 曾 上 两 个 点 ,有 了 且 仪 有 - -条 直线 通过 . 

(6) 所 实数 都 能 比较 大 小 ， 

7) 在 北京 工作 的 人 本 必 都 是 北京 人 ， 

(8) 只 有 一 个 北京 ， 

(9) 任何 金属 都 末 溶 解 许 基 种 液体 里 . 

110) 刀 兴 明天 无 气 好 ,有 些 学 生 将 去 香山 ， 

设 Pr) 和 表示 工 是 有 理 数 ,外 () 表示 工 是 实数 ,R(T) 表 示 x 是 匹 理 数 ,L(r) 表 坟 属 趾 

上 整数 ,SC(x) 表 示 . 证 偶数 ,Cr 表示 二 是 奇数 , 试 将 下 列 公式 翻 谋 成 门 然 语句 ， 

【1 Cy rytr) ~ 

(2) (97r} Pr) A QE)) 

(3) TOV) CQ) Pr)) 

(C4) CY¥ rr Pr VY Rr))) 

《5 CYrI Lr) (PU) AQC)) 

{6 (YT) CrtSt ri yy Wy )) 

(7) Ir TA SC) A CY) 

(BY 一 (一 人 

【有 

{0} Rn A Rie! 


?7， 设 个 体 域 为 apxc 和 全 试 将 下 列 公 式 写 成 命题 时 辑 公 

人 TY 

(27 CYP A CY .NR 

(3) (YONPII A (HOR Lr) 

C4) (Wr rr)) 

(5) CYroo Pr} VY (Yr P(r) 

(6) (Jz (YP ry) 

C7) CYTICdI Ptr yr 1)) 

(8) (YOOPIO>(IYIQ YY) 

(9 【了 区 站 本 Cry) 

C0) 《warPOro 一 (7 和 (rw 
8 判断 下 烈 公式 是 普遍 有 效 的 ,不 叮 满 足 的 还 号 可 满足 的 ? 

(1 (yrPtr— Py) 

C2) ITIPETDD AQ (dP A (Ix)IQ 

(3) (Yr}P(x) 

C4) 【本 了 名 (了 Am POY) 

(5 CYTIP ITI ) 

(6) CV TYP TI Yo PCOr)) 

C7) CIAIPOOD 丰 【工本 人 (IrDA ) 
9. 给 出 一 个 公式 ,使 其 在 11.2} 域 上 是 可 满足 的 .而 在 人} 域 上 是 不 可 满足 的 . 
10， 设 个 体 域 为 (ai5} ,并 半 了 {x,y) 设 定 为 Plaa)==T,Plaib)==F, Ptbya)= 下 ， 

Pb,b) 一 了 计算 下 询 公 式 的 真 值 ， 

(C1) CY rd Pr, y) 

C2) (dr yy Pr, y) 

(C3) (Yr CW Pr, y) 

(4) 【本 之 站 可 多 (sy 

(5) Cd Pla,y) 

C6) (YrIP (rr) 

(C7) CWAICY YIP ry) Ply ry) 

(8) (Jy CY TIP lr, y) 


ne 


* pa: 


第 S 章 ”谓词 逻辑 的 等 值 和 推理 演算 


浪 问 逻辑 研究 的 对 象 臣 重要 的 逻辑 规律 , 注 滔 有效 式 是 最 重要 的 逻辑 规律 ,而 等 值 式 、 
挫 理 式 帮 是 普遍 有 效 的 诅 问 公式 ,因此 等 值 和 堆 理 演算 就 成 了 谓词 逻辑 的 基本 内 容 ， 

同 命题 迎 钳 相 比 .由 才 基 词 请 说 药 引入 ,使 亩 词 演算 有 着 广泛 的 应 用 . 特别 是 计算 机 科 
学 ,人 工 徊 能 等 领域 ,是 把 识 词 还 辑 当 作 表 示 知 识 ,. 实 现 推理 的 有 力 工 具 来 看 待 的 . 

这 副 的 讨论 ,十 并 是 以 语 交 的 观点 进行 的 非 形 式 的 挤 述 .市 严格 的 形式 化 的 讨论 见 第 6 
虑 所 建立 的 公理 系统 . 


5. 1 否定 型 等 值 式 


若 给 定 了 两 个 谓词 公式 4.8, 说 -和 已 是 等 值 的 ,如 果 在 公式 4,B 的 在 :- 解 释 下 ,A 
和 BB 都 有 相同 的 真 值 . 等 价 的 说 法 是 44, 刀 等 值 当 且 仅 当 4 下 基 普 遍 有 效 的 公式 .4 和 吾 
等 值 , 就 记 作 4 二 B 或 ASB. 


5.1.1 由 命题 公式 移植 来 的 等 值 式 


若 将 俞 朋 公 式 的 等 值 包 , 址 接 以 谓词 公式 代入 命题 灾 项 使 可 得 谓词 等 值 式 . 
mp=p 

Pra~—" pyo 

(pAqI Vr=(pYr)A (gyr) 


如 册 


可 得 

Pr)=Pt) 

YAP (YP) 

天 外 一人) 

WIP Cr PY (rx) 

PATIAOCTIOON REr)=CPET) VY ROO A (Q(Tr} YY RCr)) 
(CVPR OO YY (IROGI= YP YY (ds)RCI) A CQ YY (Fz)R(2)) 

这 样 的 让 接 物 植 , 便 得 -类 谓词 等 值 式 ， 


5.1.2 符 定 型 等 值 式 


《PC 一 (一 天 人 rr) 
-P= yr) PUr) 
形式 上 和 肴 这 对 公式 , 足 说 检定 词 “-“ 可 越过 最 鹿 深 入 到 量词 的 连城 内 ,但 世 把 所 盐 过 的 
试问 Y 转 换 为 了 . 习 转 搞 为 9 . 
* 


C13 从 诸 义 上 说 明 
CYz)P(r) 语 灸 上 表 示 的 是 ,并 非 所 有 的 zz 都 具有 性 质 卫 ,这 相当 十, 有 一 个 不 上 其 有 
性 质 呈 ,这 正 是 (x) Ptr) 的 合 交 .从 而 由 十 广 分 析 知 了 (CY)Ptr) 匡 (9-7Ptr) 表 示 的 是 
同一 命题 ,昭然 有 


"TYPtr)={dr P(r) 
或 写成 (VP = (rn Pie), 
一 {x2DP(x) 语 名 上 表示 的 是 , 没有 -个 工具 有 性 质 .这 相当 十 ,所 有 的 z 都 不 具有 性 
质 王 ,这 正 是 (Vz) 一 己 (Cr 的 含义 .从而 知 - (了 已 Cr 与 CYT) 一 Pr 表示 的 是 同一 命题 ,有 
了 了) 一 人) 
或 写成 (drIPtr)=7 tyr P(r). 
然而 ”yziPtz) 与 CYz)m Ptz) 并 不 等 值 . 如 Piz) 表示 x 是 有 理 数 ,那么 (VYx)PLx) 
的 语义 是 并 非 所 有 的 x 都 是 有理 数 , 而 (Yz) 一 PCzr) 的 语义 是 说 所 有 的 > 都 不 是 有 理 数 . 这 
两 色 话 是 不 同 的 ， 
同样 汪 ( 人 zx)Ptzr) 与 (xz)-Plr) 杞 不 等 值 . 
(2) 在 i1,2} 城 二 分 析 
7(VYTIPtr) = PD AP)=- PID YTP(2)= (dr Px) 
730PADD TTPIODY PI) = -PIDAT PIOOD= YA Pr) 
这 样 看 来 ,否定 词 越过 量词 的 内 移 规 律 ,就 是 摩根 律 的 推广 ， 
(3) 语 闪 上 的 证 明 
依 等 值 式 定义 ,有 4==B 如 果 在 任 一 解释 了 下 4 真 BB 就 真 ,而 且 如 真 4 就 真 ， 
若 证 明 一 (YP 二 (3x) P(r) 


没 任 一 解释 了 下 有 
(YPtr)=T 
以 而 (YC)=F, 即 有 -个 xED, 使 Pix) 二 F 
于 是 一 (一 工 
戊 在 I 下 (Ir Pr)=T 


友 过 米 , 设 任 一 解释 7 下 和 有 
(dr Ptr}=T 
即 有 个 x;E 品 ,使 一 P(r) 一 T, 从 而 


Plxrs)=F 
十 屁 (vy IP(tr)=F 
即 7 Pr)S=T 


(4) 举例 
例 1 “并 非 所 有 的 动物 都 是 猫 " 的 表示 
没 tr): rr 是 动物 
Bit.r); XT 是 猫 
诛 语 包 可 表示 成 


YACr Br)) 
依 洗 宝 型 公式 得 


" 70. 


WII) 一旦 (7)) 
一 和 
一 (人 
={dri(ACrI A Br)) 
而 (3.0f4Cr) NA 一 呈 人 访 的 语义 是 有 一 个 动物 不 是 猫 , 垃 然 这 句 语 与 不 语句 等 问 . 
例 2 “天 王 乌 效 一 般 恶 ?的 表示 
设 fir); zz 是 乌鸦 
Gx yj: 与 是 一般 黑 
原 语句 可 表示 成 


(Yrityy Fr A Fy (rr yy)) 
不 准 知 道 与 之 等 值 的 公式 是 
-tdrtdy (Fri A Ftv A Gr yy 
即 不 宕 在 csy 是 乌鸦 但 不 一 般 黑 , 这 两 名 话 会 义 基 相同 的 . 经 计算 有 
"(II FIzT) A Fy OCT) 
一 (YI A FOY) A TGCrsy))) 
(VY OPC) A POY)Y A TGCr,Y)) 
= (VIVO PC) 六 下 YY GC yD)) 
= CVFITIYV YIP TY A POY) rr GIy)) 


5.2 量词 分 配 等 值 式 
5.2.1 量词 对 V、A 的 分 配 律 


| 


(YAtPiryVYe= (VryPtr) yg 
(driPir Ya = (dP Va 
(vr Pir A = P(r ho 
(jzIPtr Ng)= (xP(r) Ag 
这 是 一 组 量词 对 Y ,A 的 分 配 律 ,其 中 4 是 命题 变 项 ,与 个 体 栾 元 x 无关, 这 是 很 重要 的 
条 件 ， 
我 们 仅 对 第 一 个 等 式 给 出 址 明 , 其 余 三 个 同样 可 证 . 
设 在 一 解释 了 下 .YT CPlz) VY9) 二 本 ;从 而 对 任 一 x 全 口 ,有 
Plry Vgq=T 
区 设 9 二 了 则 (YP Vg=T 
车 二 PP ,从 市 对 任 -" xzED 有 了 P(tz) 二 T. 即 有 (YPCtzr)==T, 故 仍 有 (YA)Ptxr)YY og 
一 工 . 
反 过 来 , 设 在 :解释 了 下 ,CCYzyPr)yVoT, 又 设 9= 一 工 , 则 
{YAP VY ag) = JT 
车 9 二 ;人 有 LY.PCr)- 本 ,从 而 对 尾 --xED 有 Ptr)==T, 赴 基 对 任 一 re 有 
了 


= TT| + 


5.2.2 量词 对 一 的 分 配 律 


CFP rg = (dr Dr) rg 
《本 PC) 一 (有人 
(YAtp rtr)) = p(y) 
Ip pF QC) 
这 盟 - :组 量词 对 一 的 分 配 律 ,其 中 p,q 是 命题 变 项 ,与 个 体 变 元 x 无关, 这 基 很 重要 的 
条 件 ， 
先 证 明 共 中 的 第 一 个 等 式 ， 
(VAD rg) 
—(Yr— Pry Ya) 
二 (Yx)-Ptx)Ygq ” 依 5.2,1 的 等 值 式 
=7 (dr Ptr)Vg 恢 5. 1.2 的 等 值 式 
=(IxIPtr I 
引证 明 其 中 的 第 三 个 等 式 
(Vr pT) 
={Yx7 py Rr)) 
一 2pY (YX)Q(z) ” 依 5.2.1 的 等 值 式 
= p(y 
其 余 两 个 等 值 式 同样 可 证 . 


5.2.3 最 词 Y 对 人 .量词 3 对 V 的 分 配 律 


(VIP MQ = VP A (VNR 
(ArHPrI VY QD= dP YY (dn Q(z) 
这 是 当 Perzr) ,Q(zx) 都 含有 个 体 变 元 x 时 ,量词 Y 对 入 ,量词 3 对 VY 所 遵从 的 分 配 律 . 然 
而 了 对 VY 对 入 的 分 配 律 ~- 般 并 不 成 立 . 
(1) 先 证 明 Y 对 六 的 分 配 律 
设 在 一 解释 了 上 下,(YzCP(z) 人 Qtr)) 二 TT, 于 是 对 任 一 xzEDD 有 
POrYAQtr)=T 


即 Pir)=Q(r)=T 
从 而 有 (YAP(r)= (YrIQ(r) = T 
故 有 (zyPzy A (YAO = T 


反 排 后 去 , 努 知 在 -解释 了 下 ,只 页 
CHP A Ym) = T 
燥 有 CYTOPCryAQ(r) oT. 
再 证 明了 对 Y 的 分 配 律 
设 在 -解释 了 下 .本 (P0 YN 一 工 .于 必 有 下 和 姜 , 使 


7 。 


Per 一 下 
从 而 有 Cr) 一 本 或 fr,) 一 .也 即 
{2 或 (701) 为 TT 


故 有 有 (JP YY (dQ = 1, 
反 推 19 去, 易 知 在 解释 了 下 ,内 要 (PC zz) 一 工 
3 (Jr ACI=T 


(2) 分 析 : -下 对 YW 对 外 分 配 律 不 成 尺 的 原因 . 
完 从 ,1,2, 域 上 腹 . 有 
OP VA POD VQ PY QI2)) 
PAPIOOYYV QI NOID YY IPO AQOD YVR A (2)) 
而 《VC 
于 是 有 . 
《1 
然而 (WA Or A = PO AOA CP A OD)) 
= PODAPODAOD QD = YP rN Yr Nr) 
可 看 出 YF 对 入 的 分 配 律 , 只 涉及 到 A 信和 交换 律 ,这 是 没有 问题 的 ,¥Y 对 YW 的 分 配 律 ,涉及 
到 六 和 YY， 这 是 Y 对 Y 分 了 配 律 不 成 立 的 原因 . 从 41,24: 域 上 的 观察 ,可 知 
《本 
是 成 立 的 .将 会 看 到 在 任意 论 域 忆 上 也 是 成 立 的 
再 在 
(da PrNAOQOCTD—= PAOD NMQOOAD NY CPI2) 二 人 2) 
而 CIP A IQ 
=PCOD YP A NT YQ 2)) 
= PDAQIOV CP AQOOD YY PO AQO YY (PID A QU 
={3zIPr YAR VY (PCY AQOD YY (CP) AQCY) 
然而 《本 了 PE GCCD 
=PODY OAD NY CPO ABC2)) 
{PV PO YVR VA)) 
={d2POD VY (JAAQtr) 
回 样 可 看 出 对 的 分 配 律 ,只 涉及 到 WY 和 交换 律 ,仍然 是 没 问 题 的 .了 对 A 的 分 妃 律 ， 
涉及 到 WW 入 ,这 是 3 对 A 分 包 律 不 成 立 的 原因 .从 并,2; 域 上 的 观察 ,可 知 
(da PI AQ PN A (rN zr) 
是 成 半 的 . 和 将 会 看 到 在 企 意 论 域 万 上 也 是 成 立 的 . 
述 厢 解释 性 的 说 明 . 
由 (YPCRYYV QCr)) 二 了, 导 不 出 YPC WV CYT)Q(x) 二 T 若 如 下 规定 解释 了 ; 
< 时 天 (7 一 工 而 总 (Cr) 一 请， 
.=F 而 Q(x) =1, 
对 其 他 -后 万 ,只 要 求 产 人 rt) 中 只 有 -为 T, 在 这 个 1 下 ,显然 有 (Vx (P(xyY 
一 了 向 没 和 (CYPOOD ViYAOQ(7r) 一 T. 


+ 73 


间 样 在 这 个 工 下 ,有 (az)PtryA 人 (9 和 Cr) 一 工 :而 没有 (Pr 人 Cr 一 工 . 


5.2.4 变 元 易 名 后 的 分 配 律 


(VTCY IPT YN OY DS= YTDPOTIY (YT) 
(JrIdy IH PETIAQyND = Pr A (dr rr) 
这 两 个 等 值 式 , 说 明了 通过 变 元 的 易 名 ; 仍 可 实现 ¥ 对 V , 习 对 六 的 分 配 律 ， 
证 明 是 容易 的 , 首先 有 变 元 易 名 等 值 式 
(YY 一 (下 
(JIPCr)= dyPYy) 
于 是 
(YXAIPOTYY IT 人 ICZ) 一 (WP 人 
对 z 而 言 ,(Yy) 和 (相当 于 命题 变 项 ,与 工 无 关 , 可 推 得 
《PE 和 一 (让 人 WE 
对 y 而 言 ,PCx) 相 当 于 命题 变 项 与 y 无 关 , 又 可 推 得 
(VIIPOOY (VYIQOD = OYA) POY QUY)) 
同 理 可 得 
IIA PIA OI = IrP rr) A (TTIQ) 
扰 而 ,(Yx)CYy) (POT YQ(y)) 与 (YX) (P(Xz)Y Q(zr)) 是 不 等 值 的 . (3x)(3y) (P(x) 
ABC) 与 人 xz)CPCz)A 人 (zz)) 也 是 不 等 值 的 ， 
谓词 遇 辑 等 值 式 就 介绍 这 些 ， 


s.3 范 式 


在 命题 逻辑 里 ,每 一 公式 都 有 与 之 等 值 的 范式 ,范式 是 一 种 统一 的 表达 形式 , 当 人 研究 
个 公式 的 特点 (如 永 真 , 永 假 ; 时 ,范式 起 着 重要 的 作用 , 对 谓词 逻辑 的 公式 来 说 也 有 范式 ,其 
中 前 束 范 式 与 原 会 式 是 等 值 的 ,而 其 他 范式 与 原 公 式 只 有 较 弱 的 关系 ， 


5.3.1 前 束 范式 


定 尽 5 3. 说 公式 4 是 一 个 前 束 范式 ,如 果 4 中 的 一 切 量词 都 位 于 该 公式 的 最 左边 
〈 不 含 否 定 问 ) 且 这 些 量词 的 辖 域 都 延伸 到 公式 的 末端 ， 

前 束 范式 4 的 一 般 形 式 为 

《ED 

其 中 总 为 量词 Y 或 30 一 1 和 oa) 称 作 公 式 4 的 母 式 ( 基 式 ) ,MM 中 不 再 有 量 问 . 

定理 5.3.1 谓词 逻辑 的 任 一 公式 都 可 化 为 与 立 等 值 的 前 束 范式 ,但 其 前 束 范 蕊 并 不 
唯一 . 

我 们 并 不 一 般 性 地 证 了 这 个 定理 (只 是 为 了 避免 叙述 上 的 不 便 ), 而 是 通过 例子 给 出 化 
前 点 范式 的 过 程 ， 
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例 [| 求 【CVDPEess3 ar wy 一 有 COz) 的 前 昌 范 式 ， 

可 竹下 述 步骤 实现 ， 

(1) 销 去 联结 词 一 , 熏 ， 
得 2 Yd Pa Vd TY Ry YY ROD) 

(2) 一 内 穆 ( 反 复 使 用 摩根 律 ) 
得 (Yrjcdy Playryy) NAT rT) YQ yb VY R(T)) 

={Vdy Pr YAY 7 ROTYY 

(3) 基 半 不 移 ( 使 用 分 配 等 值 式 ) 
得 CvYrydyPla ry Al(dy RA Rr)) 

(4) 变 元 易 名 ,( 使 用 变 元 易 和 名 分 配 等 值 式 ) 

(Yttdy Pa rc yh (de Re b) A RET)) 

=VrId dP a ry A Rr AT RYN) 

=(YAI I dS (abr ys) 

经 过 这 几 步 , 便 可 求 得 任 一 公 趟 的 前 东 范 式 , 由 于 每 一 步 变换 都 保持 着 等 值 性 ,所 以 ,所 
得 到 的 前 东 形 与 原 公 式 是 等 值 的 ， 
这 年 的 

Slarb, rT ye) 

便 是 原 公 式 的 母 式 ， 

由 于 前 束 中 量词 的 次 序 排列 ,如 (3y}(jz) 可 写成 (3z}(3y) ,以 及 对 母 式 都 没有 明确 的 
限制 ,日 然 前 东 范 式 不 是 上 唯一 的 ,如 例 1 的 前 东 范 式 也 可 以 是 

(Yr tdy Stab ry silt P) 

其 中 六 可 以 是 任 一 不 售 基 词 的 普遍 有 效 的 公式 ， 


5.3,2 Skolem 标准 形 


前 束 范 式 对 前 束 量词 没有 次 序 要 求 , 也 没有 其 他 要 求 . 如 果 对 前 东 范 式 进而 要 求 所有 存 
在 党 词 都 在 全 称 量词 之 左 , 或 是 只 保留 全 称 量词 而 消去 存在 量词 , 便 得 Skolem 标准 形 . 不 
难 想像 , 仍 保持 与 原 公 式 的 等 值 性 就 不 可 能 了 ,只 能 保持 在 某 种 意义 下 的 等 值 关 系 . 

(1) 前 上 束 范 式 

-个 公式 的 3 前 束 范 式 或 说 Skolem 标准 形 为 
《了 TD 本 (Cr 

到 存在 量词 都 在 全 称 量词 的 左边 , 且 可 保持 至 少 有 一 个 存在 量词 (六 1) ,其 中 M(Cr er) 
中 不 和 再 含有 其 词 也 殉 自 由 个 体 变 项 . 

定理 5.3.2 谓词 逻辑 的 任 -公式 二 ,都 可 化 成 相应 的 了 前 束 范 式 , 并 且 4 是 普遍 有 效 
的 当 江 仪 当 其 3 前 东 范 式 是 普遍 有 效 的 . 

这 定理 是 说 对 普遍 有 效 的 公式 , 它 与 其 前 束 范 式 是 等 值 的 ,而 一 般 的 公式 与 其 了 3 前 束 
范式 并 不 叶 等 值 的 , 自然 仅 当 忆 是 普遍 有 效 的 , 方 使 用 3 前 束 范 式 . 

例 2 求 (et8303eP0r yo 的 汪 前 束 范 式 人 中 无 量词 )， 

将 一 公式 化 成 了 将 虚 形 ,. 首 走 事 求 出 前 吕 形 .再 做 3 前 上 束 .入 个 例子 已 是 前 束 形 『. 便 订 
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直接 求 3 前 束 珍 . 
首先 将 全 称 基 词 (¥Yy) 疏 写成 存在 其 诈 ( 人 yy), 其 次 是 引信 请 词 S 和 -个 蛮 元 ,得 
97z) 建立 公民 
(JA IOPEO yA ATIT OY (VeIS tr ,2)) 
其 中 ,Strsy) 的 变 元 ;是 人 YY) 的 灾 元 y 和 人 YY 左边 存在 量词 电 x) 的 变 元 zx, 附 及 的 (Yz)5S 
Cx ,2) 中 的 蛮 元 z 是 新 引 人 人 的 末 在 原 公式 中 出 现 过 的 个 体 ,S 也 是 不 曾 在 中 出 现 过 的 
谓 启 . 
进 上 而 将 (Yz) 左 移 ( 等 值 演算 ) ,全 得 3 前 束 范 式 
(JI IV Pr yn A Sir sy YY Str,r)). 

当 诛 公式 中 ,有 多 个 全 称 量 问 在 在 在 量词 的 左 辽 ,可 按 这 办 法 将 全 称 量词 逐一 地 右 移 ， 

习 前 昌 范 式 仅 在 普遍 有 效 的 意义 下 与 原 会 臣 等 值 ,3 前 束 形 对 谓词 还 辑 完 备 性 的 证 明 是 
重要 的 ， 

(2) Skolem 标准 形 

只 一 种 Skolem 标准 形 是 仅 保 留 全 称 量 词 的 前 东 形 ， 

定理 5.3.3 谓词 浸 辑 的 任 一 公式 4, 都 可 化 成 相应 的 Skolem 标准 形 (只 保留 全 称 量 
词 的 前 束 形 ), 并 且 A 是 不 可 满足 的 当 且 仅 当 其 Skolem 标准 撒 是 不 可 满足 的 . 

这 定理 是 说 对 不 可 满足 的 公式 , 它 与 其 Skolem 标准 形 是 等 值 的 ,而 一 般 的 公式 与 其 
Skolem 标准 形 并 不 是 等 值 的 , 自然 仪 当 刀 是 不 可 满足 的 方 使 用 Skolem 标准 形 . 

例 3 求 公式 (ztYyItwzi3ntYnt3tIPCryzaoty 的 Skolem 标准 形 . 

将 一 公式 化 成 Skolem 标准 形 ,首先 也 要 求 出 前 束 形 . 这 个 例子 已 是 前 束 形 了 ,全 可 直 
接 求 Skolem 杯 谁 形 了 ， 

首先 将 最 左边 的 (3z) 消 去 .而 将 谓词 于 中 测 现 的 所 有 变 元 了 均 以 论 域 中 的 某 个 常 项 c 
《 林 在 导 中 出 现 过 ) 代 人 .进而 消去 从 霸 边 数 第 一 个 存在 量词 (jz), 因 (az 的 左边 有 全 称 量 
词 (Yy)(Yz) ,和 轿 将 谓 间 卫 中 出 现 的 所 有 变 元 5s 均 以 3;z 的 某 个 二 元 晴 数 fy,z) (未 在 PP 
中 出 现 过 )? 代 人 .最 后 按 同 样 的 方法 消 支 存在 量 间 人 (w), 因 (i) 的 左边 有 全 称 量词 (Yy) 
CYz) 和 (Yv), 需 将 谓词 请 中 出 现 的 所 有 安 元 多 均 以 yw,z,v 的 基 个 三 元 晴 数 gy,s10) 
《本 在 己 中 出 现 过 也 不 同 于 六 ws 代入, 这 样 便 得 消去 全 部 存在 量词 的 Skolem 标准 形 

【YU (Vo Pa yet (yr a yz v0) ). 

消 存 竺 其 词 是 将 相应 灾 元 以 卫 数 代 人 ,可 这 样 来 理解 ,如 (Vx)(3y)PCr,y) 的 Skolem 
标准 形 是 (VYxIPert f(z). 因为 CY7}(y)Plx,y} 的 意思 是 对 任 一 Xx; 者 有 一 个 yy 使 
POr,y) 成 立 , 那 么 这 个 通常 是 依赖 于 了 的 ,可 视 作 了 的 某 个 函数 (zx), 从 而 有 Skolem 标 
淮 形 (YrPzr Ar 然而 所 能 找到 的 ?不 必然 是 了 的 画 数 六 于 是 (Yi0y)Pkry) 可 
(tr sf(tz)) 并 不 等 值 ， 

在 11,2; 域 上 上 

CV = PI VP 2 A PA IY Pi2.2)) 
(WIPErf r= PO FAD AP?, (2)) 
两 者 明 显 的 不 等 值 ,但 在 不 可 满足 的 意义 下 两 者 是 - 致 的 ， 
这 种 标准 形 、 对 使 图 归结 法 的 定理 证 明 来 说 状 重要 的 ， 
下 中 讨论 时 前 来 形 ( 在 所 有 的 3 的 左边 而 二 一 个 公式 与 它 的 了 脂 末 拱 在 可 满 是 意义 
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下 是 一 致 的 . 
5.4 基本 的 推理 公式 
命题 还 辑 中 有 关 推 理 形 式 . 重 总 续 油 以 及 基本 的 推理 公式 的 讨 伦 和 所 用 的 术语 , 邦 可 引 


人 到 谓词 还 和 辑 中 . 并 可 把 命题 黑 辑 的 推理 作为 渭 词 逻辑 推理 的 一 个 部 分 来 看 生 . 
这 里 所 介绍 的 是 谓 问 逻 辑 所 特有 的 ,在 命 题 多 缉 里 不 能 讨论 的 推理 形式 和 基本 的 推 埋 公 区， 


5.4. 1 推理 形式 举例 


例 1 所有 的 整数 都 是 有 理 数 , 所 有 的 有 理 数 都 是 实数 ,所 以 所 有 的 整数 都 是 实数 . 
引信 谓词 将 这 二 名 请 形 式 化 ,可 得 姐 下 推理 形式 ， 
CHCPETY rr A CVAIIOUT) RO CY AP Or RT)) 
例 2 所 有 的 人 都 是 要 紫 的 ,孔子 是 人 ,所 以 孔子 是 要 死 的 ， 
引入 诈 词 将 这 一 句 话 形 式 化 .可 得 如 下 推理 形式 : 
CY rn)—rBCr0) 太 生子 )y 一 B84 筷 子 ). 
例 3 有 一 个 及 高 六 上 胖 的 人 人 , 必 有 -- 个 高 个 于 而 且 有 一 个 胖子 . 
引入 谓词 将 这 两 句 话 形式 化 ,可 得 如 下 推理 形式 : 
Crit I AD dC NAD). 
例 4 藻 某 一 个 体 < 具有 性 质 乒 ,那么 所 有 的 个 体 工 都 其 有 性 质 匹 . 
这 两 天 话 形 式 化 ,可 得 如 下 推理 形式 : 
Ela) (YEC) 
本 难看 出 ,出 例 1.2,3 所 建立 的 推 埋 形 式 是 止 确 的 ,而 例 4 的 推进 形式 中 不 正确 的 .从 
而 有 
【人 
(Ya 一旦) AOL 入 子 ) 二 站 ( 孔 于) 
(Cr A DDI) A nDtr) 
这 样 的 推理 形式 是 命题 交办 所 不 能 人 处理 的 ,或 涪 这 些 推理 关系 , 仪 使 用 人 疝 题 逐 辑 的 1 具 
是 无 法 描述 的 . 需 使 用 谓词 逆 辑 的 工具 . 如 例 1 所 讨论 的 推理 ;在 命题 逻辑 里 只 能 形式 化 成 
个 独立 命题 .gwr 间 的 推理 撒 江 
p hg 
这 电热 不 是 正确 的 推理 形 碟 ， 


5.4.2 基本 的 推理 公式 


【人 
【2 
fr 
CE We re 2 dt) 


_ 


Co) CYTOPOTIOCQ IY IP YQ) 

(6) (YTICPOOCQCD= ANP red) 

(7) CYP OT NOVYTIOTI RO YP RY) 

(8) (YAOIPOTITOUD A Pia (a 

(9) CY rey yw Pr yy) I Vy P(r, y) 

(0) CIW IPOr yr (VY yd Pr, y} 

这 些 椎 理 公 臣 或 称 推理 定理 的 送 一 般 是 不 成 立 的 ,所 以 正确 地 理解 这 些 定理 的 前 提 与 
结论 的 不 同 是 重要 的 . 


5.4.3 基本 推理 公式 的 说 明 


对 这 些 基本 挫 理 公式 的 直观 说 明 以 及 解释 性 的 证 明 仅 就 其 中 的 2,3 和 10 来 讨论 . 

【] 》 (Iz) CP AQrII dr I Pr 下 (本 二) 名 Cr) 

这 定理 在 们 ,2} 域 上 是 成 立 的 ,已 在 5.2,3 节 和 作 了 说 明 . 

再 从 语义 上 讨论 , 如 果 个 体 城 是 某 班 学 生 ,Ptx) 表 x 是 离 材 生 ,Q&tx) 表 xz 是 运动 健将 . 
那么 (xz)CP4z) A@Cz)) 表 这 个 班 上 有 一 个 学 生 既 是 商 材 生 又 是 运动 健将 , 而 (3z2P(z)A 
X72Q (Cz) 只 是 说 这 个 班 上 有 一 个 高 材 生 而 且 有 一 个 运动 健将 , 们 不 要 求 敲 材 生 和 运动 健 
将 是 同 -个 学 生 . 显然 推理 式 是 成 立 的 . 其 结论 比 前 提 明 显 地 要 求 腊 了 ;让 而 这 推理 式 的 道 
是 不 成 立 的 . 

不 难 给 出 解释 性 的 证 明 ， 

设 解 车 下 有 (3z)(PCtr)yAAQCr)) 一 T, 即 有 xoEDD 使 忆 (zoACz) 一 工 , 从 而 有 
一 工人 (站 一 下 ， 

也 即 (了 2 Przr) 一 工 , (dR) = TT 
从而 有 ‘JAIPtrI A (dW) 一 工 。 

(2) (VAICPOTI OT DVIPLr (YN (7) 

从 语义 上 讨论 . 论 域 仍 是 某 班 的 学 生 , 为 使 (Yr CPCr)- 了 QC(r))= 二 TT, 论 域内 学 生 分 布 
只 有 两 种 可 能 ,一 是 班 上 所 有 学 生 都 是 高 材 生 又 都 是 运动 健将 . 一 是 班 上 有 的 学 生 不 是 高 材 
生 , 但 几 高 材 生 必 是 运动 健将 . 这 两 种 情况 下 都 有 CYx)P Cr 一 (Vx)Q(r) 二 TT， 

然而 这 推理 式 的 赣 是 不 成 立 的 , 仅 当 班 上 有 的 高 材 生 不 是 运 德 健将 ,而 且 允 有 的 学 生 不 
是 商 材 生 时 ,有 ({Yz)Pzr) 一 YI 一 T ,而 (Yz)POz)- 和 人 z)) 一 上 ， 

解释 性 的 证 明 . 

设 在 一 和 解 寻 下 ,有 (YCPtTD 一 Q(T)) 二 .从 而 对 任 - 一 ED,Plr) 一 Q(x) 一 T. 这 
公 能 保证 (YxIptr) 二 下 时 有 (YT)Q(tx)==T, 从 而 有 

《PT BC = 1, 

C3) CATIAY OP ry YI P(r y) 

这 定理 在 :1,21 域 上 是 成 立 的 ,已 在 4.5.2 节 作 了 说 明 . 

从 语义 上 讨 沦 . 如 论 域 为 实数 域 上 的 区 间 [ 一 1,1], 而 Pryyy 表 了 ，y 一 0 这 时 (jzr) 
(yo30POry) IT 因为 服 z=0. 对 所 有 的 y 都 有 ,yy 一 0 自然 有 (Y3?30arPCry)= 人 , 因 
对 所 的 均 取 .x 一 0 便 有 x ，y 二 0 成立 ， 

二 


这 定 坦 的 着 也 是 不 成 立 的 , 媚 取 Ptr,w) 甫 十 y 一 ,这 时 (VYy)(97Pir,y) 二 ,而 
{dry yy) =F, 

解释 性 的 让 用， 

设 一 和 解 棕 7 了 下 ,有 (x0CYy)Pir,y) 一 T, 于 是 有 x,ED, 合 对 : 切 的 yED 痢 有 
bry) 一 了 从 而 对 一切 的 yyED; 者 有 一 个 2( 均 选 为 zo) 使 Pryy) 寺 村. 即 (Yy) (937) 
Piriy}—1. 


5.5 推理 演算 


命 晤 涩 辑 引 入 推理 规则 的 推理 演算 ,可 推广 到 谓词 牧 辑 ,有 关 的 推理 规划 (代入 规则 
需 补 充 说 明 ) 都 可 直接 移入 到 谓词 屠 辑 , 除 此 之 外 还 需 介 绍 4 条 有 关 量 词 的 消去 和 引入 
规则 ， 


$5.$.1 推理 规则 


(1) 全 称 量 词 消 去 规则 
(VrPtr)= Py) 
其 中 基 论 域 中 -个 体 . 
总 指 如 玉 所 有 的 xED 都 具有 性 质 吕 ,那么 也 中 任 一 个 体 y 必 有 具有 性 质 PP, 当 Px) 中 
不 再 含有 艇 癌 积 其 他 襟 项 时 ,这 条 规则 明显 成 立 . 
而 当 允 许 疡 tc 中 可 出 现 基 词 和 变 项 时 , 需 限 制 y 不 在 PCr) 中 约束 出 现 , 以 避免 发 生 
铺 误 . 
CC 二 (YAOCz)(tr 之 zx)) 在 实数 上 成 立 ， 
Pi)=(dr} tye) 
但 当 v 了 到 为 >. 便 有 (zz<z), 这 是 矛盾 式 , 这 时 = 在 P(r) 中 是 约束 出 现 了 . 
(2) 企 称 最 词 引 人 规则 


Pir Pr) 
其 中 站 是 论 域 中 任 个体 . 
总 指 如 末尾 -个 体 六 自由 变质 ?都 具有 性 质 己 ,那么 折 有 个 体 z 都 具有 性 质 三 . 
仍 若 限制 7 不 在 Ply) 中 约 东 出 现 , 如 了 P(y) 二 {xz) (zx 守 yy) 在 实数 域 上 成 立 . 
(VOP(rI={Yr) (dz rr)) 
但 当 = 取 为 ,这 时 工 在 PP(y) 中 约束 出 现 ,. (YX)(3x)(x 半 +) 是 不 成 立 的 ， 
(3) 仓 在 其 词 消去 规则 


{dr Pr P(e) 
其 由 是 沦 城 中 的 一 个 个 体 常 项 ， 
意 指 如 内 论 域 中 存在 有 个 体 有 具有 人 性质 卫 , 那 么 必 有 某 个 个 体 < 具有 性 质 P. 
尝 限 制 回 YPCr}Y 中 没有 自由 个 体 出 现 . 如 实数 域 上 (Cr) 二 (Ci 守 y) 是 成 立 
的 尺 是 自 庙 个体 .这 时 不 能 指导 出 ce 半 vy 
侍 机 了 眼 精 关门 中 不 售 有 区 如 在 实数 域 上 35P0r 一 et 十 成 立 的 ,个 ，e 


不 能 成 立 ， 

(4 存在 其 问 引 人 规则 

PilotdoiPlr) 

其 中 c 是 沦 域 中 -个 个 体 常 项 ， 

意 指 如 果 有 个 体 常 项 其 有 性 质 王 . 那 各 (27Pz) 必 真 ， 

需 限 制 x 不 出 现在 了 te) 中 .如 实数 咸 上 ,Pi0)= 二 {9x20(r 交 0) 成 立 , 但 (下 (x 计 
是 涉 成 立 的 . 

这 4 条 推理 规则 是 基本 的 .对 多 个 量词 下 的 其 词 猎 去 与 引入 规则 的 使 用 也 已 谈 到 . 骨 明 
确 说 明 -下 ， 


(Vrtdy Dry dy Dry) 
的 右 喘 ,不 允许 写成 (PP4yy)， 而 

WAP dW YP ry) 
的 右 端 不 允许 写成 (x) (YP x) 

(YTId P,P Pra) 

位 木 人 允许 再 推演 出 CYx)Pixrsa) 和 (yj CYx)YPlzryy). 床 因 是 (YY20(9y)Plrsy) 成 闻 时 ,所 
找到 的 y 是 依赖 于 -的 ,从 而 Per,y) 的 成 衬 是 有 条 人 性 的 ,不 是 对 所 有 的 工 对 辐 一 个 > 部 有 
Plry) 成 立 , 于 是 椒 能 再 推演 出 (YCx ,yy 


5. 5,2 使 用 推理 规则 的 推理 演算 举例 


和 命题 脖 辑 相 比 ,在 谓词 还 辑 里 使 用 推理 规则 进行 推理 演算 朵 样 是 方 重 的 , 然而 在 谓词 
逻辑 里 , 真 值 表 法 不 能 使 用 ,又 不 存在 判明 AA--*B 是 普 议 有 效 的 一 般 方法 ,从 而 使 用 推理 规 
则 的 推理 方法 已 是 谓词 诬 辑 的 基本 推理 演算 方法 . 

推理 演算 过 程 . 首先 是 将 以 自然 语句 表示 的 推理 问题 引 人 人 谓词 形式 化 , 藻 不 能 直接 使 用 
基本 的 推 埋 公式 钱 消 去 量词 ,在 无 量词 下 使 用 规则 和 公式 推理 ,最 后 再 引 人 攻 词 以 求 得 
结论 . 

例 1 前 提 【YzI(PIr) 一 人 (Cr (YQ rR()) 

结 沦 《YTICPtr) 一 及 Cr)) 


证 明 

【1 《有 PC 人 (er)) 前 提 

(2) Ptr (x) 全 称 量词 消去 

(3) (YAI QI RY)) 前 提 1 
(4 Qc) Rr) 全 称 量 词 消 去 

(5 天 (er 及 人) (2),(4) 三 段 论 

(BY (CYP Rt )) 全 称 其 词 引 入 


例 2 所 有 的 人 都 是 要 此 的 , 荔 格 拉 几 是 人 .所 以 攻 格 拉 底 足 要 死 的 . 
首先 引信 冰 词 形式 化 , 令 了 (0r) 表 了 是 人 :和 Cr) 表 二 是 要 此 的 ,于 是 问题 可 描述 为 
(CYCDPGE) Ge 大 六 (其 格拉 底 ) 
{站 格拉 底 ) 


“人 人 


证 明 


人 了 【时 前 提 
(2) PP( 苏 格拉 底 ) 一 @( 苏 社 拉 诺 ) 全 称 时 词 消去 
(3) Pi 苏 格 拉 底 ) 前 提 
{4) QQ( 苏 档 近 底 ) (2).(3) 分离 


例 3 前 找 (3 引 OPCD-r(VA 人 Pr YO RD (dPer) 
丫 论 {77(y RCT) A RCY)) 


证 明 

(C1) CFOPOO OY OP VQ RY) 前 提 

(2) (dx}P (lr) 前 提 

(3) (YAOICP TY VY RTD) RY) (1), (2) 分 离 

(C4) Ple) (2) 存在 量词 消去 
(5) PO VOIR (Ue) (3) 全 称 基 词 消去 
(6) Py VY Qe) {4) 

£7) RY {5),(6) 分 离 

{8} ( 习 .<) 民 Cr) 47) 存在 量词 引 人 
(9) (人 及 fy) (7) 存在 量词 引信 
(107 (DAIRCrY A Oy RY) (8), (90) 

(11) (Jr (BCz A Ry)) (10) 置换 

例 4 “分 析 下 述 推理 的 正确 性 

(1) (Vry(Iy} ry) 前 提 

C2) (dy) (zy) 全 称 芋 词 消 去 

(3) zp 存在 量词 消去 

(4) (Ye) (zp) 全 称 量词 引 人 

(5) bb 全 称 量 词 消去 

CB) CY .rtr er) 全 称 量词 引信 


推理 (1) 到 {2?, 应 明 礁 指出 y 是 依赖 于 的 , 即 (2) 中 和 <x 有关 . (2) 到 (3). 其 中 的 
是 依赖 于 z 的 ,从 而 (3) 到 {4} 是 不 成 立 的 , 又 由 于 5 是 党 项 ,(5) 到 (6) 也 是 不 允许 的 , 因 个 体 
常 项 不 能 用 全 称 量词 和 量化. 
例 5 有 的 病人 大 喜欢 所 有 的 医生 ,没有 一 个 病人 喜 次 某 一 庸 医 . 所 以 没有 医生 是 良 医 . 
先 形 式 化 . 令 
Ptr) 表 工 是 病人 人 ,Q(tr) 表 工 是 庸 医 . 
DD(r) 表 工 是 医生 ,Ltxyy) 表 x 言 欢 尺 . 
第 - 句 话 可 撒 述 为 
CHIT A VY) rtr. yy) 
第 二 句 话 可 描述 为 
(YP YN QO Lr y))) 
或 十 成 
(IP AR Lr v0)) 


sa] 


结论 可 描述 为 


YIIDC)I RT)) 

7 Dr AQCr)) 

证 阴 

《了 本 世人 A YW Dy Lr yy) 前 提 

(2) POOA YF) DO es y)) 存在 量词 消去 
(3) CYTICPOTI OY YO YL ry))) 前 提 

(4 Pl YY My) Le, y)) 全 称 量词 消去 
(6) Pac) (2) 

(C6) CYyI Di Lc, y)) (2) 

《7) Dy L(e,y) 全 称 量词 消去 
(8) CY BRON) Lc, y)) 4),(5) 分 离 
(9) 和 人) 一 工人 (csy) 全 称 量词 消去 
(C10) 大人 人 一 一 总 (y) 《9) 置换 
《11) DO RQ y) (7) ,10) 三 段 论 
(12) (YY) Dy QO yy)) 全 称 量 词 引 人 人 
C13) {Vr Dr) "Qt r)) (12) 团 换 


5.6 谓词 逻辑 的 归结 推理 法 


归结 方法 可 推广 到 谓词 逮 辑 ,困难 在 于 出 现 了 量词 , 变 元 ,证 明 过 程 同 命题 昌 辑 ,只 不 过 
每 一 步骤 都 要 考虑 到 有 变 元 ,从 而 带 来 复杂 性 . 

使 用 推理 规则 的 推理 演算 过 于 灵活 ,技巧 性 强 ,而 归结 法 较为 机 械 , 容 易 使 用 计算 机 来 
实现 . 


5.6.1 归结 证 明 过 程 


(1) 为 证 明 A~*B 是 定理 (A4,B 为 谓词 公式 ) ,等 价 的 是 证 上 明 4 A-B=G 是 矛盾 式 ,这 
是 扫 结 法 的 出 发 点 ， 
(2) 建立 子 句 集 5. 
如 和 何 消去 G 中 的 量词 ,特别 是 存在 量词 ,是 建 立 子 句 集 5S 的 关键 . 
办 法 是 先 将 化 成 等 值 的 前 束 范式 ,进而 将 这 前 束 形 化 成 Skolem 标准 形 ( 消 去 存在 其 
词 ) ,得 仅 含 爹 称 量词 的 公式 局 " , 曾 指出 G 与 G" 在 不 可 满足 的 意义 下 是 一 致 的 ,从 而 对 如 
的 不 可 满足 性 ,可 由 "的 不 可 满足 性 来 求 得 ， 
再 将 心中 的 全 称 其 词 省 略 ,(;* 母 式 (已 合 取 范式 化 ) 中 的 合 取 词 信 以 "," 表 示 , 便 得 虽 
的 子 名 集 s$. 而 s 与 局 是 同时 不 可 满 是 的 ,S 中 的 变 元 视 作 有 全 称 量词 作用 着 . 
(3) 对 号 作 归 结 ， 
说 5: 是 两 个 无 大 网 变 元 的 了 名 ,7 分 别 是 Cs 中 的 文字 , 姐 果 地 和- 工 , 有 分 
"Rs 


一 里 必 7. 则 


《CC 可 一 了 GCC 一 1 


称 作 子 何 上 .0; 的 归结 式 ， 
=Pir) VY AQ) 
C= Pia RO) 
(C7) 与 "Ptw) ,在 合 一 壬 换 {zia}) 下 将 变 元 了 措 成 ,全 为 互补 对 可 和 作 归 结 了 ,有 归结 式 
RI = Ra VY RLY) 
对 子午 集 5 的 任 两 子 句 作 归结 (如 果 可 作 妇 结 ). 并 将 归结 式 仍 放 人 SS 中 ,重复 这 过程 . 
(4) 直至 归结 出 空子 名 口 ,证 明 结 束 . 


5. 6.2 归结 法 证 明 举 例 


例 1 CYP rN YQ-rR YP RT)) 
首先 写 出 公式 局 
YPN TTR RD ho YAP RY) 

为 求 避 的 子 句 和 集 S, 可 分 别 对 (YCPiT)-*C) (YX) 一 R(T)) (Yr) (P(r) 
一 R(X)) 作 子 生 集 , 然 后 求 并 集 来 作为 G 的 ”“ 子 句 集 "(这 个 “ 子 名 和 集 " 不 一 定 是 .但 当 $ 同 
时 是 不 可 满足 的 ,而 且 较 S 来 得 简单 ,于 是 为 方便 可 将 这 个 " 子 句 集 " 视 作 5S). 

Ptr 一 Q(z 的 了 名 集 为 全 Pir BC 

CY70CQLT)mrRET)) 的 子 名 集 为 {QCr)yV RCr)} 

(YAP R= {dr Pr VY ROrD= 7 P(r NAT RT)Y) 
Skolem 化 ,得 子 旬 和 集 {Pla),"R(a)} 

于 是 如 的 子 句 集 

S=iTP(rIVAOCOD OV RT) Pla} .~ Ra)) 

证 明 5S 是 不 可 满足 的 ,有 归结 过 程 ， 

(C10 PrYYV mr) 

(C2) -QO YY Rer) 


(3) Pa) 

(4) Ra) 

(5) Qla) (1) (3) 归结 
(6) Rla) (2) (5) 归结 
(7) 品 (4) (6) 归结 


例 2 4 一 (dzr)CPfzy NY DC 了 (yy 
= (VOCPOO> YI OY Lr )) 
B= (VAD rr) Nr)) 
求证 中 AASB, 
证 明 不 难 建立 4 的 子 名 集 为 {PCa 了 -Diy} YLtayy)} ,A 的 子 句 集 为 1 PP 人 )V 
fyJV 一 Gram 有 的 茸 何 集 为 1 ,Qt6),. 求 并 集 得 子 句 集 $, 进 而 建立 归结 过 税 ，; 
(ly Pt) 


"Si 


(C2) TD VY Lasy) 
CY TPOOD VITO YT Ltr y) 


£4) Dep) 
(53) Qs) 
C6) Lla,b) (2)(4) 妇 结 
(77 PQ Ym La,y) (1)(3) 归结 
(By ub)} C3}C7) 归结 
(9) [| (6)(8) 归结 


习 题 5 


1. 证 明 下 列 等 值 式 各 冀 涵 式 
(1) -73d PAO NAP AQCTIAQO A Er,y)) 
={VrYW PC APOY MQ NAO R(T, YY) 
VAIIDIICP ET VI VO IDA CCRT YI YY S(x,y))) 
={Ir VP YI VO rT RT yA Sr )) 
(3) (YIP VO dr P A =d I PNT VY (FrIP (rr) Fg) 
(4) CYYI COAT Pr I rg VY Sv)= (YAPr) ro YY (¥ yd (y) 
(C5) (YrIP(lr) rg— (dr P(r)—g) 
(6) (ITIP = YP IT Q(T) 
C7) (TOP YT YP 
(BY {IA IP A OYTO NAP rT) A QC 
[9 CVTIPOTI A (YTIQ TI 内 【了 到 (zy) 
VOVTIPIrI A (YTIQT A CDTIS (Cr)) 
=VAICP(r YAO ACArCRCr YY Yo Cr)) 
(C10) (dz (dy I (Pr eI OY (Riv) Sty;z))) 
= VIP (lr eI (3) dO tr eV (VItYy RY 2) -> (Ie) 
(dys ty, 2)) 
2， 判断 下 列 各 公式 哪些 是 普遍 有 效 的 并 给 出 证 明 , 不 是 普遍 有 效 的 举 出 皮 例 . 
C1) 3A PCPOP (IQ)) 
《2)(( 习 了 ) 忆 (rr ITI Ar PProO(r)) 
(3) (01(re YIBGzD VDIP LO)) 
C4 VTICPITI TdT PY rR 
(5) CDP dQ (IP ) 
《和 
(C77 (CITIP TIA AdOOR CN dP Rr 
(C8) (Vr Pr yd YIP( ry) 
3， 指 出 下 列 各 推演 中 的 错误 ,并 改正 之 . 
(7 CFPCOD 一 QCG77) = 和 当 且 权 当 对 任 一 rE 在 
* | 全 


《2 


rr 


Pi)=T.Rt)=T 
(CTI 人 QCr)1==F 当 且 仪 当 有 -个 x ED 使 得 
Pir}y—=F .mri=F 
3) CYP 一 下 当 二 仪 当 对 任 一 x 有 
天 人 一 下 
(下 有 (了 0 一下. 
CS yD rr 有 Pr Cr). 
C6) CYAOCPEITIVN QUA Plea) VEE). 
CT PO 有 AOIOP EY) rR), 
(8) Play "二 全) 有 (Pr rR). 
(9) 由 CY (DGry? 有 (Pasv} 有 
Ka 
《本 了 
站 
【本 有) 
《区 本 了 人 Cr 
— (dP VA) 
— dP A ) 
-> 了 一天) 一 和 人) 
=— {jr Pry dr ur) 
={¥APE VY (VY) 


(2 


So 


C1) 《YI 人 Cr 人) 前 提 
有 Plc) ) 

(rpPlx) 前 提 
有 PCc) 

Qe) 分 离 

(Jr) 


(C12) POR(try 有 -Pr > 一 名 (Cr)， 

求 下 到 (到 5) 的 前 束 范式 .6) .47),(8) 的 了 前 求 范式 , (9),(10) 的 Skolem 范式 
《中 从) 

《1 CFP Cr (dy ) 

(2) (YTV YO Pr yo Ad dN ye) )) 
C3 (dP (rim{ye tl) 

C4 TIOPEO VY (VIM I (Yr IR(:) 

CY WOOPCO YO PIV QC) rQOIDY (YaIP (2))) 
(6 (I VP yr VY yd ry) 

(7) 【yw std Pr.y) 

CRY 【rr 

CO) CWA ry- YY (YR) 


5, 


* BH + 


CO CIO CYANVYa I Cd YF IP ye sv) 

使 用 推理 规则 和 归结 法 作 推 理 演 算 

1) CYPITIY RO A CHR RO Rr Pr)) 

(2 CY PA NY RP (a) 

(3) CWAICPETIV OOD A YA ROD A CYTRON. I Pa) 

(4) 大 学 里 的 学 生 不 是 本 科 生 就 是 研究 生 , 有 的 学 生 是 高 材 生 ,john 不 是 研究 生得 
是 高 材 生 ,从 而 如 果 John 是 学 生 必 是 本 科 生 ， 


~ 


第 6 章 谓词 示 辑 的 公理 化 


诈 词 这 和 辑 是 以 讨论 等 侦 和 推理 泪 算 为 中 心 课题 的 . 姬 果 从 普通 有 效 式 的 观点 来 怪 解 它 
位 就 正如 统 -化 三 型 普 各 有 效 的 会 式 是 基本 的 时 辑 者 律 . 

许 问 些 辑 的 公开 系统 是 从 几 杀 会 埋 ( 营 光 上 月 化 式 ?出 发 ,使 用 拓 理 规则 ,建立 旺 一 系列 定 
理 ( 葵 源 有 效 式 ) 的 定 整 体系 ,建立 起 公理 系统 的 谓词 近 辑 ,是 完全 形式 化 的 理论 体系 , 较 重 
三 六 的 解释 性 论述 更 加 严 间 .也 为 艇 释 性 论述 提供 了 理论 基础 ， 

这 王建 站 了 公 旦 系统 ,并 对 下 然 演绎 系统 以 及 递归 上 岳 数 字 念 作 子 讨论 . 


6. 1 谓词 逻辑 的 公理 系统 
6.1.1 公理 系统 的 构成 


{1} 厅 始 符号 
命题 变 项 :以 小 写字 母 p,q 表示 ， 
个 体 变 项 :以 小 写字 共和 表示 ， 
归 问 变 项 :以 大 写字 母 六 名 志 机 ， 
命题 联结 订 ， .V 
址 词 ; Y , 习 
揪 号 和 带 点 ;《 )， 
12) 形成 规则 
上 菁 题 变 项 是 合式 公式 ,如 疡 9， 
2. 谢 词 企 项 如 PCryQGr ,下 是 合式 公式 . 
3 匠 世 是 全 起 公 式 , 则 一 革 是 他 式 公式 ， 
1 如 XY 是 合式 公式 , 革 充 一 个 体 变 项 在 .者 之 -- 中 是 约束 的 但 在 男 -个 中 是 由 由 
的 , 则 (YY 是 合式 公式 ， 
5 折 这 是 合式 公式 , 且 人 是 X 中 的 自由 个 体 变 项 , 则 (YA)K,(3AYX 是 合式 公 臣 ， 
二 ,只 有 满足 以 上 5 条 的 方 是 合式 公式 ， 
C37 2 交 
A 
A 
1 1 
1 人 1 公 惠 
[pV pp) 


2 | {frp 
j i rt 


| rr) rp rtPVr)) 
Fr (vi) 
i yr 

1 本 珍 规则 
i A 见 叫 
和 包 重 命 加 这 开 ,自由 合体 空 天 各 谓词 变 项 的 代入 (要 求 保持 合 式 公 式 各 首 员 有效 性 涉 补 

做 坏 ， 
2 分 岗 规 则 
划 果 -和 FE 可 得 太 . 
3 生 换 规则 
证 美的 正 右 觅 正本 在 开交 换 . 
1 约束 个体 钨 各 规 虽 
公 世 十 中 的 :个 约束 个 体 变 项 汪 可 出 另 一 个 传 恋 项 全 蔡 换 ， 
5 后 件 慨 拓 规 别 
如 果 ” 睛 (4 一 有 3 用 二 在 二 中 不 出 现 , 册 
Cy BA)) 
5 前 件 在 在 规则 
如 果 | CA 一 痛 入 六 在 玉 中 不 出 现 , 则 
一 (4A)—B 
6) 定理 
及 公理 出 发 ,使 用 推理 规划 .建立 所 有 的 定理 . 
这 个 会 二 系统 ,是 建立 在 第 3 所 介绍 的 命题 静 辑 公 型 系统 之 上 的 ,如 形成 规则 增加 了 
Yo {人 AX 为 合式 公 式 , 公 理 和 推理 规则 增加 了 了 基 词 的 间 入 和 消去 ， 

公 旺 系统 是 : 任 的 , 即 相 会 出 现 逻 辑 关 导 ,这 是 对 公理 系统 的 基本 要 求 ， 

人 Y 昌 系统 是 语义 上 完备 的 , 即 一 雪 普 过 有 效 的 公式 都 是 可 证 明 的 . 


6.1.2 定理 的 推演 
证 明 过 程 中 上 命 是 逻辑 公理 系统 的 定理 均 可 使 用 , 因 所 建立 的 命题 轴 辑 系统 是 沪 公 引 


系统 的 于 系统 . 
定理 6 1 上 (了 站 rr 


证 明 

(ly Fpy-—p (会 是 如 辑 定理) 
(2 POYY PCr) [代入 jy 在 ;| 
(3) | gq rtp- rr) (命题 逻辑 定 项 ) 
(| POOY PCDDCCV 一 PCr)V 27 P(r)) ) 


| 代入 OV TC py py 


# 全 税 二 


(BYRY priPw PP (2 分 山 ) 


人 (后 需 概 拓 ， 
(7 (316 分 亢 ) 
定理 566.1.23 上 -1 

证 阴 

1) WP sD) (公理 ， 
(ot ew) rt jit:) ( 公 珊 1 
(4 C 2 和 论 ) 


定理 6.1.3 上 
证 明 


(六 区 { 公 提 1 

, PN) | 
CO OFA Er A rv) AQy)) ! 代入 Pa AQ 
CY PC 全 (CC (一 产 疝 号 *p) 
(上 一 5] tf 自 论 ) 
《5 六 (PC ‘说 件 概括 ) 
CY -VaP Or ARG ry¥ad P(r) {人 硅 顺 纺 用 ) 
(17 PO A Wt) ‘pA ro) 
(上 《OP 全 TD) rR) (042),17) 直拨 沦 ) 
(9 | -YP QC > QU 《过 件 概括 ) 
(OF CYP AQT (YINGCzr) ‘人 灾 项 稀 和 名) 


CF CrtPer) NO) 
人 本人 二 
定理 6.14 上 FCAOPCOIACYAIOGr Pr) )) 


证 月 
(DD OP PY) (公理 
(2) | PC) > oy) ( 公 盏 ) 


(C3) FF CYAIPEOD A CY TIQCTIO CD yy) A RY)) 
-tp -ro hr set tp hr) {hs))) 
CA -CrPO A CFO PY Py) CC ) (后 件 概 酸 ) 
(5) PF- COOVOIPOO A YTD YP OY NA 人 Cr) ( 变 项 易 名 ) 
定理 6.1.5 Hg POO AQODNIOE(YAOP NY INQ)) 
这 是 定理 6.1.4,6.1.5 的 结果 ， 
按 习 辟 沪 定 理 可 写成 
(VOD AQCD— YOOPOIA YIN 
定理 .4.6 CPO) rr (TOIP Or YQ)) 


证 明 
(C1) 上 本 公理) 
[PC 代入 到 


仆人 FAFQCT， 
9 P| 本 


人 421 入 件 下 所， 
CW ey ry 时 生生 和 测 灶 是 寺 才 
(3) WP A i rn) 1 荣 件 全 到) 
CR HAW 语 作 概 打 ?) 
人 ( 变 项 易 俐 ) 


(人 
(eitpAhaIrrirty rp rr)}) 

定理 G1.7 | -Poly (Wl Pri) 

证 明光 让 


站 {公有 纯 ) 
人 [代入 
(3 | mnP DO Pe) ‘ 假 言 易 位 ) 
(CD FP? TY) (Fp -7 p) 
(50 FPiye OY) Pr) ((4) ,43) 汪 自 论 ) 
(6) dPEYv) VPC (前 储存 在 ) 
CPT) (PC Ye 《变质 届 俐 ) 
再 证 *- 

i) -Poy dr (公理 ) 
《2 上 人 { 彼 育 姑 僻 ) 
(3) tm (riPtr)-r(Vy) Piv) ‘后 件 概括 1? 
{4} OP Yr) P(r) ‘ 变 项 易 各 ) 
(5 Ya PE m7 IP ) ‘ 假 言 易 位 》 
CBY Ee CY POA Pr) “双重 否 灌 】 


湖 疝 闭 居 中 所 有 普遍 有 效 的 公式 部 旦 定理 .部 可 证 明 . 这 围 只 列举 几 个 定理 ,以 便 了 解 
在 公 型 扶 系 中 和 定理 的 证 明 过 程 . 


6. 1.3 谓词 逻辑 完备 性 定理 和 演绎 定理 


{1) 完备 性 指 的 是 , 任 一 普遍 有 效 的 谓词 公式 ,在 该 公理 系统 里 是 否 都 训 得 公社 明 ，- 
股 说 来 各 种 完备 性 的 证 明 常 是 较为 轩 准 的 , 谓 闻 思 辑 的 完备 性 较 命 古 逻 辑 完备 性 证 明和 复杂 
得 多 ,1929 年 首先 由 Godel 给 出 了 谓词 垩 辑 完备 性 的 证 明 , 随 后 又 在 一 些 不 同 的 证 明 方 法 ， 

淆 筑 性 定理 : 渭 问 墨 焊 任 一 普遍 有 效 的 公所 部 是 可 以 赴 明 的 ， 

这 个 定理 相当 于 谓词 时 辑 中 , 任 一 会 式 妈 或 是 可 以 让 明 的 ,或 是 卫 是 可 满足 的 .下 面 
就 控 这 种 还 解 采 给 出 证 明和 完备 性 定理 的 天意， 

上 对 会 区 汪 , 有 3 前 东 范 式 

A = (dd VY yO CY VOM TRY) ) 

CU 人 司 .01. 

出 王 生 ,经 睛 用 推理 届 则 可 世 扒 , 交 推理 规则 保 择 了 显明 有 效 性 ,所 以 二 普 古 有 将 呈 

* OD * 


日 便当 入 普 一 有 雹 .于 琵 完 苗 性 问题 ,可 公 限 于 讨论 二 时 或 青 二 本 证 或 者 1, 可 满 臣 . 
2 构造 个 个 伍 变 项 序列 来 建立 与 公 趟 4 有 美的 会 三. 
流 有 -无 寡 序 别 
对 它 先 做 不 元 组 ( 按 证 标 大 小 为 序 , 有 可 数 尖 个 ). 接 在 上 元 组 之 后 骨 作 站 元 组 ,构成 十/ 
丘 组 (第 于 个 天 二 开 组 对 麻 善 会 式 订 的 汝 元 ). 如 点 二 2,1 二 2 有 


第 个 一 [元 组 六 


从 入 ,和 万 一 { 元 组 可 建立 公式 
My Rrra Te Ta Ty) 
ME A eT) 
3 

人 中 无 量词 ,可 视 作 命题 公式 . 

《作为 命题 公式 , 叮 考 虑 是 省 为 重 言 式 . 

对 而 言 ,只 可能 发 生 两 种 情形 . 

存 六 一 个 如 :使 ,为 重 襄 虑 .项 组 由 此 排出 4. 可 证 , 不然, 没有 nn 使 局 ,为 重 言 式 , 希 望 
出 此 可 得 2, 可 满足 ， 

汗 , 基 有 局 ,是 重 言 式 , 来 说 明和 4; 可 证 明 ， 

邻 站 ,一 (YTD0YAO0 吕 CY 可 证 对 任 一 吉 痢 有 | 瑟 一 本 .从 而 有 F-4, 这 可 由 公 
再 系统 ,使 用 妇 纳 法 来 证 明 . 

训 个 生生 使 Ci 为 重点 式 , 来 说 明 一 4. 是 可 满足 的 . 

这 四 对 征 一 #6 静 有 时 为 假 。 内 而 对 任 一 ,一 部 有 时 为 真 ， 首先 证 朋 存 在 个 解 
释 便 所 在 玖 一 局 ,加 时 为 真 ( 使 用 归纳 法 .注意 到 (一 一 CA 一角 ,,,), 进 而 对 这 个 特 妹 的 
解释 在 论 域 和 1 12 让 下 可 合 4 为 假 , 凤 一 4 为 真 . 从 而 一 .1 是 可 满足 的 . 

12) 洲 绎 定理 

公理 系统 郁 是 从 作为 公理 的 普 沁 有 笋 的 公式 出 发 ,使 用 推理 规则 导出 新 的 定理 { 仍 是 莹 
前 有 稚 的 会 式 ) 的 .问题 是 ,如 果 以 不 是 普 过 有 效 的 公式 ,对 4 仍 使 用 推理 规则 得 请 , 陡 么 ~ 
成 并 有 ?这 肪 尾 演 至 定 硅 回答 的 问题 . 

册 全 总 他 辑 相 比 ,在 衣 训 逻辑 虫 除 代 大 规则 评 , 前 件 首 在 和 后 件 概 括 规 则 也 会 导致 4 
> 的 不 成 并 .如 果 寻 本 是 普遍 有 效 的 . 

演 缂 定 埋 ” 灰 亩 词 逻 辑 系 统 中 ,如 果 了 从 前 提 4 经 使 用 推理 规则 得 ,而 在 推理 过 程 小 
不 使 用 代 大 规则 ,前 伴 存 挛 和 后 人 御 概括 规则 时 ,只 受 下 一 上 是 合 碟 公式 必 有 上- .14 一斑 
成 昌 ， 


“ 9] ， 


6.2 谓词 逻辑 的 自然 演绎 系统 


自然 演绎 系统 基 由 已 给 的 前 提 ( 谭 不 关公 理 ? 出 发 .使 用 变形 规则 米 推 导出 所 要 求 的 结 
论 的 . 从 而 自然 演 缂 系统 不 役 立 公理 ,是 有 前 提 的 推 旬 体 系 ， 

所 建立 的 目 然 演绎 系统 问 竹 91 的 会 理 系 统 是 登 价 的 , 扩 自 然 演 绊 系 统 的 定理 于 可 册 
公理 系统 米 证 明 . 颇 过 米 公 弄 系统 的 定理 也 可 由 自然 演 绊 系统 来 证 些 ， 


6.2.1 自然 演绎 系统 的 构成 


(1) 初始 符 叶 
除 6, 1 公理 系统 的 符号 外 ,3 引 人 大 
天 一 4 表示 有 限 个 公式 的 集合 ， 
三 刀 表 太古,A 则 的 推理 关系 ,为 形式 前 提 ,A 为 形式 结论 , 域 说 使 用 推理 规则 可 出 
让 得 A， 
(2) 形成 规则 
同 6. 1 公理 系统 形成 规则 和 定义 ， 
(3) 变形 规则 
1 (i =) 
2 如 杂工 王 4,4 一 B 则 TT 一 B 
名 如 果 T, -A 上 B 且 TT, "A-B8 则 了 于 A 
‘AABI| AHAAB--B 
ABFAADB 
6B 如果 4A4FFCIBFFC, 则 AYVBFC 
TAFAVBHATBYA 
A—B,AB 
外 如果.A 线 BB, 则 一 4 一 电 
WV APB A BAPEB.B -4 
如果 TA BBFAMMOTITFAmB 
yr A Ata) 
如 果 荆 上 厂 Ata) (a 不 在 厂 中 出 现 ) 
则 (Yn CT) 
色 如 果 4ta)F 六 有 (ee 不 在 BB 中 出 现 ) 
则 (x ACr)-BB 
"Ao) 王 和 7)ACr(Atz} 是 由 2A(u) 把 其 中 的 菜 些 出 现 赫 措 为 xz 而 得 
(4) 定理 
这 个 系统 可 推演 出 | 公告 系统 的 所 有 定 埋 . 
* QF 。 


~ 


人 


[i 


6.2.2 定理 的 推演 


出 于 会 理 系 统 仪 由 极 少 数 的 此 条 会 理 出 发 来 证 明定 理 . 计 明 过 程 过 于 拘 弟 .较为 条 准 ， 
谭 月 然 演 绎 系统 是 附 有 前 提前 ,等 条 规则 是 个 模式 , 代 喜 着 很 多 的 推理 关系 ,所 以 给 定理 的 
证 明 上 带 米 了 了 方 使， 

仁 下 到 定 埋 汗 明 的 书 富 上 .注意 各行 公 式 同 上 下 坟 有 公开 的 位 告 关系 , 科 行 的 " 公 碟 ” 
三 椒 是 引 人 人 的 前 提 { 男 注 明 ), 便 可 由 二 向 -- 些 行 中 谈 * 公 式 " 左 机 或 同位 置 上 的 那些 公式 排 
于 出 米 . 这 梓 的 约定 ,会 使 推 考 的 因果 关系 中 明了 . 

定理 和 2 CYA (CVA) 

《3 


证 阴 

(1} CY) 前提) 
(2) Alu) (由 561) 依 和 办 则 (12), 取 a 不 在 总 G7) 中 闪现 》 
(C3) (YdAty) 23 各 规划 (01370 
WY A Yr A) 站 同样 证 明 ， 
定理 .2.2 (7(VYyIAG OY AC y) 

证 阴 

C1) 【Ca ( 取 2 不 在 4rs 中 出 珊 ) 
(2) Cab) {由 《0) 依 规则 2), 取 wu 加 也 不 在 At2 4) 中 出 现 ) 
{32 {JrIACr pb) (由 2) 依 规 则 (4157 
(4) CV dAtr,y) (由 13) 依 规则 (3)) 
(5) dy ye, y) (出 提 】 
《7 CF dr A yy) E 因 (1) 一 (4). 依 规则 (4 使 有 有 (537- (6)) 


定理 .2.3 CYr)Atr)rt-- (ary 一 zy) 一 (yy od Yd) 
证 阴 


£1) CY rial) (人 前提) 
(2) Ca) 上 ( 取 不 在 24 中 贞观) 
(3) Ata) 《由 (1 依 规则 (41412733 
(4) - (dx) -ACr) CH 2 3) 和 AA) 
(5) ( 习 .r mA) 

Ci) (3 一 用 人) (内 (02 站 4) 依 规 则 56141437 有 (53?H (57) 
(7) -7037) 40z) 《由 人 15 一 人 5) 6) 核 规 则 (3 有 (HG7D 
反 过 来 有 

(1 (37 mACr) [前提 
(2) 了 Cu) ( 取 a 不 在 Ce 出现) 
{3) (d2) At) (由 {23 和 依 规 则 (51) 
人) ltu) (由 C220 玫 (0),(3) 依 靓 则 (3) 有 (1 (010) 
3) (CY) 人 拓 规 加 站 1 


3 


6.3 递归 函数 


递 门 函数 论 旦 30 年 代 发 展 起 米 的 .是 数理 逻辑 的 -个 分 文 , 广 证 应 用 于 计算 机 科学 的 
可 计算 性 ,计算 复杂 性 和 程序 理论 等 方面 . 


6.3,1 效 归 函数 与 可 计算 性 


可 以 说 递归 国 数 和 可 计算 性 是 同一 概念 . 
(LI) 可 计算 性 
什么 是 计算 ? 计算 机 可 下 些 什 么 ? 这 是 计算 机 科学 的 基本 问题 , 可 通过 建立 可 计算 性 的 
模型 来 讨论 这 个 问题 ,而 不 是 从 一 个 具体 的 计算 机 人 和 人手 . 
选 定 美国 数学 家 Turing 1936 年 提出 的 Turing 机 为 可 计算 的 模型 ,Turing 机 基 - -个 非 
常 简单 但 功能 十 分 强 的 理想 计算 机 ,在 一 定 程 度 上 反映 了 人 类 最 基本 的 原始 的 计算 能 力 . 
这 个 机 器 以 一 条 无 限 长 的 带 ( 可 读 写 ) 为 存 钳 器 ,有 几 条 指令 ,相当 于 运算 髓 抑制 器 ,处 
理 的 符号 以 二 值 逻辑 表示 . 指令 共 六 条 . 写 1.、 写 0. 右 移 ,. 左 移 . 届 1 转移 和 避 D 转 移 . 这 个 计 
算 机 可 实现 当今 计算 机 的 功能 ,是 计算 机 的 模型 , 与 今日 机 器 相 比 主 豆 区 别 是 有 无 限 的 存储 
能 力 , 但 效率 十 分 之 低 . 正 是 Turing 机 推动 了 1946 年 第 一 台电 子 计 算 机 的 诞生 . 
Church 论题 规定 , 凡 Turing 机 可 作 的 都 是 计算 . 凡 Turing 可 计算 的 就 叫 可 计算 的 . 
可 计算 前 与 直觉 的 实际 上 的 可 计算 是 有 区 别 的 ,然而 Turing 不 可 计算 的 必 为 实际 不 可 
计算 :而 一 个 Turing 可 计算 的 计算 这 程 需 多 少 世纪 才能 完成 的 ,自然 是 实际 不 可 计算 的 . 
‘2) 可 计算 性 与 递归 函数 
Turing 可 计算 的 函数 必 是 递归 思 数 , 反 过 来 递归 函数 必 是 Turing 可 计算 的 ,它们 是 等 
同 的 概念 ， 
递归 录 数 是 数论 请 数 , 即 以 自然 数 为 研究 对 象 ,定义 域 和 值 域 均 是 自然 数 , 递归 两 数 的 
一 些 主要 方法 直接 关系 着 自然 数 , 然 而 数论 明 数 讨论 的 范围 是 相当 广泛 的 . 如 整数 一 5 可 用 
(1,5) 表 示 ,有 理 数 - = 可 用 (1,2,5) 表 示 , 实 数 可 用 自然 数 序列 表示 ,复数 可 由 一 对 自然 数 
序列 表示 ,符号 有 ,8B,… 也 可 用 自然 数 来 编码 ,一般 地 说 有 Gadel 编码 定理 ; -个 非 数 字 系 
统 与 自然 数 间 可 建立 一 一 对 应 关系 .从 而 非 数 字 系 统 的 研究 可 归结 为 自然 数 间 丽 数 关 系 的 
研究 . 从 可 计算 性 角度 限于 递归 师 数 的 讨论 并 没有 局 限 性 ， 
递归 困 数 是 -种 构造 性 函数 ,不 只 限于 存在 性 ( 非 构 造 性 ?的 讨论 ,给 了 一 个 递 早 晃 数 ， 
相当 于 给 该 函数 一 个 计算 的 算法 . 如 说 任 一 偶数 可 表示 成 两 素数 之 和 的 问题 ,… 种 解决 办 法 
是 对 偶数 2n 给 一 算法 来 找 出 素数 e 使 2 一 6 这 是 构造 性 证 明 法 . 另 .种 解法 是 证 明 
有 4 光 人 存在 使 24=4 十 六 而 w.2 如 何 求 并 不 指明 ,这 是 属于 存在 性 证 机, 查 真 的 求 出 a2 尚 
向 及 想 水 法 . 递归 丽 数 本 身 是 构造 性 定 广 的 , 它 的 每 个 变 元 下 的 明 数 秆 部 给 了 办 法 来 计算 - 
内 这 里 使 可 想象 递归 琐 数 家 党 上 和 是 可 计算 的 ， 
几 个 是 计算 的 与 不 可 计算 的 也 数 ， 
例 1 Fn 
“二 


1 自然 居 可 计算 的 . 

例 2 pin)= wn | 

将 呈 依 注 与 于 2: 作 比 较 总 可 求 得 tn 所 以 是 可 计算 前 由 了 表 了 不 超过 玉 的 最 
上 日 然 数 )， 

例 3 rt 一 第 呈 个 素数 

可 乏 -检查 二 .能 和 否 被 比 呈 小 的 2.3,… 除 得 尽 来 确 宣 数 呈 是 理 为 素数 ,一 确证 号 是 个 
有 有 限 过 程 , 上 是 rt) 是 可 计算 的 ， 

例 4 
11， 当 严 的 展开 式 中 有 7 个 5 
10， 其 他 

国 并 的 展开 式 是 个 无 穷 序列 ,所 以 -~- 般 不 可 计算 . 如 p(4) 的 计算 , 需 夺 x 的 展 于 式 中 找 
4 个 5 这 可 能 是 个 无 限 过 程 . 

例 5 


pln) 一 


当主 "有 整数 解 
其 他 
自 于 十 二 2"(n 关 3) 有 无 整数 解 还 没有 佣 决 ,所 以 Stn}) 不 可 计算 . 


1， 
s(n) = 
.站 


6.3.2 递归 陪 数 的 建立 


我 们 可 写 出 :系列 大 家 所 熟 番 的 简单 数论 函数 ;如 十 yx yl ziy | max (Cr,y)， 
…: 这 是 由 定义 直接 得 到 的 , 然而 要 求 写 出 更 多 的 数论 函数 时 ,这 种 列 写 并 不 是 好 办 法 ， 
而 方便 村 行 的 办 法 应 是 由 一 些 已 知 函 数 按 一 定 的 规则 来 生成 新 的 孙 数 ,这 与 公式 公 式 的 定 
义 方法 - - 样 ,而 不 是 也 不 可 能 将 所 有 的 合式 公式 都 列举 出 来 . 

递归 消 数 就 是 由 帮 个 初始 函数 出 发 ,通过 代入 和 递归 规则 (变换 ) 来 建立 的 

(1) 初 角 (本 原 ) 王 数 


tx)=0 零 函 数 
了 二 射影 出 数 
Sr) 一 了 十 ]】 后 继 消 数 


{2) 代入 和 递归 规则 
代入 ( 远 管 } 办 则 ; 


髓 z= 二 y= 二 十 7 经 代 人 人 


YY 
十 5 得 


2 二 xn 


ue 


和 一 = | 小 = 一 ，r ,经 Rd 
灵 如 yr 代 和 个 二 得 


z= f(gtr)) 


般 的 代入 规则 ， 
设 有 晤 短 fretn 间 将 二 用 人 ryt) 7 二 ] ye 来 代入 得 
站 


恒 弛 明 数 请 是 对 了 和 作 gcgs 代入 和 击 得 的 ,并 让 为 ft) 代 大 .其 中 妆 是 的 变 磊 个 数 , 
是 &, 的 变 匹 个 数 . 这 种 代 人 要 求 有 有 & 必须 是 站 个 ,而 8 oo 的 变 元 髓 为 呈 个 . 
递 遇 规则 : 
递归 的 枫 . 例 多 次 提 划 , 吕 听 


‘1. 当 n 
1 nl 
这 是 递归 定 文 的 阶乘 .特点 一 是 有 初始 情形 51 1, 二 是 定义 体 中 区 出 现 了 要 定义 的 函数 符 
号 "1 ”和 瑟 L. 
一般 地 渴 , 可 由 孙 数 


有 


女 [r ) 
Hr tt Lt) 
来 悦 造 新 国 数 Fr :tt 
规定 
FE 
| 站 
这 时 , 称 消 数 是 由 a;8 经 原始 递归 规则 而 得 到 的 . 其 中 广 的 递归 变 元 依次 取 值 为 0,1.2， 
人 二 寺 的 是 参数 .其 中 zx) 二 1， 
如 果 递 归 灾 元 并 的 大 小 不 按 旺 然 数 顺序 排列 时 , 便 称 为 - 般 递 归 规 则 . 
如 节 的 计算 次 序 是 


Fd sts 0) 
flEis dt, 3) 
ft ts 0) 
FE ts 6) 
这 时 束 引 入 交 数 gtxr) ,用 以 确定 递归 变 元 x+ 的 前 一 个 的 值 , 如 例 中 的 g(6)==2,g(2) 一 
3 但 此 求 有 一 个 站 存在 使 得 “(x)==0, 也 即 递归 变 元 初始 的 值 仍 为 0. 
由 浮上 数 


女人 
站 人 
Eitan) 
其 中 对 任 一 让 有 训 使 Btwnyi4) 一 人 米 构 造 新 央 数 fyb x), 规定 
| A) = ets,) 
” 有 
这 时 血 古山 eB,g 经 一般 递 几 规则 而 得 到 的 , 如 果 不 满足 人 sx 条件 , 便 称 
为 闻 分 北川 规则 或 半 递 归 规 则 ， 
13) 遂 上 归顺 数 定 交 
巾 官 始 听 数 ,经 有 限 次 代 人 和 怕 录 ( :和 角 ) 递 归 规 则 所 得 到 的 对 数 叫 作 原始 5 - 般 ) 递 中 
"GB 


德国 数学 家 Ackermann 络 几 一 个 两 数 
TAO 一 
3 fl} 
LA 3 一 IT 1 yy)) 
是 一 艇 递 时 而 班 原始 化 归 晴 数 . 
直观 地 说 ,每 定义 -个 递归 国 数 六 就 相应 给 出 了 一 个 计算 Ff 的 值 的 算法 ,依次 可 求 得 
Ft 
站 ft tl) 
站 7 


站 


( 战 按 非 月 然 数 序列 排列 ) 
6.3.3 原始 递归 函数 举例 


通过 这 些 例 子 可 熟悉 :下 原始 递归 函数 ， 
(]) r(x) 二 一 二 为 站 然 数 
【中 一 由 
03 全 
(4) fr yy) =r y 
可 扫 成 
Hr) = 7 
{fersy tl) = Fe 
(C3) fasy)=rry 
可 与 成 
| Frid)=0 
fryi1)= fry)+ir 
CBY flry) = 


可 号 成 
GD 一 1 
| frey + 1 fervor 
10， = 


(7) -一 1 一 4 
7 一 1l, 当 
可 中 成 
[fA(0) = 


1) 一 


ny ey 
A 
芝 放 时 的 于 午时 时 和 Fb 


吕 了 弄 
7 。 


{fri0) = 

1 Forsytl}=a y= l= /rl1 
(0) min(t ry)—r (ry) 
(10) max riy)= ry mintriy)—=ri+ (yr) 


全， 二 二 0 
| 7 


lis | 


可 写成 
‘5,(0)=0 
‘scx 二 1) 二 1 
1 1， -一 全 
02 se 1. jx) =1 sx) 
10， 当 > 为 偶数 
(13) px) | 
? |1， 当 > 为 奇数 
可 写成 
| pA(0) = 0 
| prt 1) = pr)) 
(0, r=0 
C14) f(y) = 
eith Tz | 妾 zx 闵 1 
安 
可 写成 
1 二 0 
frsyt 1 = fry) + (rtf ry) + 11) ~ (y+ 10)se(z) 


(15) r(xyy)， Yi/X 的 余数 (zr 二 0 时 为 y) 


r(x,y)=y— z| 之 | 


6.3.4 ”原始 递归 函数 运算 定理 


{1} 定理 6.3.1 车 at bs 站 是 原始 递归 的 , 则 


A Ci) yt) = dala tt) 


1 一 让 
foli | ss) 一 Tat, stn 1) 
T- 入 


fs st ) 一 maxatt, en 17) 


Or 


in 


rr 


也 是 原始 递归 的 . 
证 明 
0 一 在 人 
[Fe fa 二 1) 
08， 


fo a et rtd) 
六 
of 
fa 1) = DER 


Ft A et) 


i Fn 
(2 数 沦 谓词 
以 自然 数 为 论 域 的 曾 词 称 数 沦 谓词 .如 
4 i 
蕊 素数 
均 为 数论 谢 词 
对 数论 谓词 已 Cr 可 定义 个 卫 数 Cr .zr,) 使 得 
Fr) oT, fe) = 
天 (一 下， 当 frr) = 1 
这 时 称 2 为 (ryt,) 的 转 和 外 沿 数 . 并 记 为 eFCr sem yA )》， 
当 FCaeowrn) 为 原始 递归 函数 时 ,就 说 上 tc 4) 为 原始 递归 谓词 ， 
如 PCr) 表示 x 下 0 


cf) — s(x) 
Ptrsy): 表示 xr % 
Piriy) = stri 1) yy) 
Ptr): 表示 2: 是 偶数 
Pir) = p,{r) 
从 而 这 三 个 调 词 都 是 原始 递归 的 谓词 . 
定理 6.3.2 若 上 ,是 由 始 递归 请 词 , 则 
一 有 
也 是 原始 递归 谓词 . 
车 六 ,的 特征 两 数 分 则 为 fg. 则 
' 特征 晒 数 为 tf 


FA maxtf .pg) 
FYyG mintf .ge) 
FO CGC)) ep 
Faw; Cf A, 


6.4 相等 词 和 摹 状 问 


ti) 相 窜 问 
叮 特 相等 词 视 为 无 滑 间作 rr 可 大 了 相合 请 加 全 可 讨论 党 号 的 还 糙 沽 条 了 了. 
此 是 中 国 的 主 都 opi 香 : 


“90 


北京 二 中国 的 首都 
“此 界 最 高 峰 是 珠 稳 期 玛 峰 ?也 可 记 作 
地界 最 高 峰 一 媒 穆 朗 玛 峰 ， 
常 珊 " 足 " 这 个 词 形 示 相 等 ,但 也 和 不尽然 .如 当 是 拍 的 ,就 不 能 说 当 三 白 的 ， 
相等 训 具 有 如 下 性 质 ， 
-eo 
ry 
eA) rr) 
AP Orly) 
人 PR Ply) = 人) 
EPI) P(r)) 
FPOIoEAD) (r=y) AP(r)) 
吕 用 相等 油 词 来 描述 数量 . 
“了 至少 有 nn 个 个 体 


[a 


全 少 有 .个 
(rr = x) 
至少 有 有 两 个 
{I dr 天 3) 
全 少 有 二 个 


《本 TI 了 天 2 由 天 


亿 至 多 有 个 个 体 
全 多 有 -个 
《可 Tri 一 Xs) 
至 多 有 一 个 
《了 


怡 有 个 个 体 


恰 有 “个 
(rr = A Yr rr = rs) 
恰 有 二 个 


( 习 TC Tt 天 了 让 CY ra) (CW rr 一 -1 V 十 2 一 W | 一 Ts) 


必 至 少 有 个 个 体 具有 性 质 
全 少 有 一 个 
(dPtr) 
全 人 少 有 二 个 
rtd reP ri) A PEOrs) hr A 2) 


自 ] 全 站 


3 全 多 有 个 个 体 有 其 有 性质 记 
至 多 有 个 
CW I A) A PROr'Y rH) 
芷 和 有 一 个 
1 
Y= .1) 
和 恰 有 个 企 体 有 有 性 后记 
恰 有 -个 
(可 人 A CVA tr yA Piri Oo) 


惟 丰 二 个 
{dt A) A A ) 
A Wa try Pir A Pr) A POL) 
人 
(2) 摹 状 词 


日 党 用语 常 使 用 15 和 27 的 最 大 公约 数 , 三 国 演义 的 作者 ,来 描述 特定 的 个 体 . 这 种 描 
述 个 特定 个 体 的 短语 是 摹 状 词 , 而 摹 状 词 所 描述 的 个 体 与 专 由 名 洞 不 同 ,能 给 出 更 多 的 
信息 . 
裔 词 Pr), 指 个 体 了 具有 性 质 刁 ,而 萤 状 词 是 反问 题 , 知 Ptr) 问 民 是 哪个 个 体 . 
符号 YrP(4r) 表 未 药 状 词 , 其 入 是 唯 … 的 个 体 , 它 具有 人 性质 下 ， 
如 (表示 大于 7 的 最 小 素数 ,可 表示 为 
YrPtr)y=1l 
还 可 写成 QTrP(r)), 
需 遇 兽 蝶 yzrPr) 是 否 存 在 , 苔 存在 是 否 只 有 -个 , 芦 细 分 y 叫 摹 状 间 ,r 岂 人 摹 状 变 雹 ， 
tn) 是 莹 状 间 的 辖 域 . 
形式 化 由 然 浊 人 句 ,并 韭 污 书 最 多 的 人 最 有 知识 , 邻 
4fzry: 是 大 
Brsy);z 比 yy 读书 多 
Ctry);: TT 比 知识 多 


六 是 有 
TTCALYY A yn ru,y)) 
其 由 
we FAG A (VealAlz} Az 二 rr) 下 是 (rs)) 
一 六 zf 
当 昔 状 出 不具 有 了 唯 :性 时 可 作 不 同 的 处 理 . 如 可 视 该 命题 为 概 , 或 规定 为 无 剖 交 或 任 指 
-个 个 体 . 


* | =， 


习 题 6 


1， 依 公理 系统 让 明 
CF- edr yi Plrie PC 
(2 dr Pr (YAP) 
(C3) CYTOP (rT) sO rd Pr ) 
(Yo VY POOopY (VOPUr) 
2. 依 自 然 演绎 系统 证 明 
(2) (nA AG) 
C2) (dA (Yr 7 (x) 
(C3) {Yr A dAt) 
(4) CYTICACTITP BOD , (YrIAtr i (Yr Br) 


* li + 


第 7 章 ”一 阶 形式 理论 及 模型 


本 章 将 介绍 关于 一 阶 形式 埋 论 反 其 模型 的 基本 概念 , 几 个 重要 结果 . 在 阅读 本 章 时 ,要 
了 解 形 蕊 理论 的 "语法 "语义 " 及 它们 之 间 的 关系 ,这 将 使 我 们 从 理论 上 对 计算 机 科学 .人 
工 智 能 的 对 象 .方法 有 -个 比较 清晰 的 理解 ， 


7.1 一 阶 语言 及 一 阶 理论 


一 阶 语言 的 理论 是 19 世纪 未 20 世纪 初 数学 形式 化 的 产物 ,对 计算 机 的 发 明 有 重要 的 
影响 , 一 个 一 阶 庄 言 由 字符 表 、 形 成 规则 .公式 《 既 按 形成 规则 构成 的 字符 串 ) 组 成 . 从 形式 主 
交 的 角度 来 看 ,它们 没有 任何 含义 ,就 像 一 部 按 给 定 的 规则 来 打开 . 拼 炭 字 符 的 机 器 一 样 ， 

以 工 表示 一 个 一 阶 语 言 , 工 将 由 以 下 的 各 部 分 组 成 : 

1) 字符 家 

名 个 体 蛮 元 zyyz… 或 者 Trey Xi 

这 常 项 变 元 abyc,…: 或 者 es Corea 


已: 晴 词 符号 Fi, F,, nis | 上。 《 范 词 符 号 集 可 以 是 一 个 无 穷 的 集合 ) 
;谓词 符号 P,Pesee ,PP “谓词 符号 集 也 可 以 是 一 个 无 穷 的 集合 ) 


说 明 每 一 个 函 词 符号 ,或 者 谓词 符号 都 带 一 个 预先 设置 好 的 整数 >0,， 称 为 该 函 词 
《请 词 ) 的 变 目 个 数 , 比如 , 若 下 的 预 设 整数 上 = 2, 则 下 是 一 个 二 元 函 词 , 若 P 的 预 设 整数 
二 1， 则 了 是 一 个 一 元 谓词 . 有 些 一 阶 语言 不 带 函 词 ， 


性 特殊 谓词 一 《 等 号 ) 

加 还 辑 联结 词 全 
好 量词 Y ,3 

:38) 括号 (，) 

(2) 形成 规则 


号 项 的 形成 规则 

(0 任 一 个 体 变 元 x, 任 一 常 项 c 都 是 一 个 项 . 

(i) 车 下 是 一 个 带 个 变 目的 应 词 ,出 ,t,t 是 项 , 则 下,yfo4o"r st) 是 一 个 项 

(ii 只 有 由 定义 (i),(ii) 归纳 定义 得 到 的 字符 捉 是 项 . 

色 公式 的 形成 规则 

07 已 是 一 个 下 目 责 请 可是 项 , 则 而 全 一直) 是 一 公式 ， 

(i) PP 是 一 个 有 目 谓词 ,tsw*' ,ts 是 项 , 则 PCytyw…",t) 是 一 公式 ， 

《ii) 有 ,BB 是 公式 , 则 一 和 A AB, AVYB, 4 一 B，4e5 是 公式 . 

tv 7 是 公式 , 是 一度 元 ; 则 xA,YxA 是 公式 . 

(Vv) 仅 由 (DD~ div) 归纳 定 文 得 到 的 字符 串 是 公式 . 

人) 语句 的 定义 公式 是 一 个 语句 ,如 果 4 中 不 合 任 何 蛮 元 的 自由 出 现 ( 匈 4. 2.3). 
“103 。 


(4) 给 定 -- 阶 语言 ,中 -个 - 阶 理 论 ,如果 它 包括 ， 

DD 谓词 演算 的 所 有 公 埋 ， 

之 一 个 元 中 的 语句 组 成 的 集合 ,有 穷 或 者 无 穷 . 它们 称 为 非 轩 辑 公理 . 

名 谓词 演算 的 所 有 推理 规则 . 

(5) 定理 的 定义 

亡 中 的 -: 个 语句 4 是 理论 了 的 一 个 定理 ,如 昌 4 是 (4 中 心 或 多 语句 ,或 者 是 以 逻辑 
公理 或 韭 逻辑 公理 为 前 提 , 使 用 了 的 推理 规则 得 到 的 语句 ， 


7.2 结构 .赋值 及 模型 
7.2,1 定义 


给 定 一 阶 语言 L， 其 中 的 画 词 及 谓词 分 别 为 Fr Ps es Fy Py Pos Ps 的 千 
构 是 一 个 数学 结构 MM = (Uf RR ) ,满足 : 

(1) Ur 是-- 个 非 空 集合 ,有 穷 或 者 无 穿 . 

(2) 对 应 于 工 的 每 - -个 狙 词 符号 FF,, 了 是 上 目 隐 词 , 则 六 是 A 上 的 -- 个 和 二 元 函数 . 

《32 对 应 于 工 的 每 一 个 谓词 符号 天 , 忆 是 头目 谓词 , 则 尺 是 4 上 的 一 个 上 元 关系 . 

工 在 结构 好 上 的 一 个 赋值 了 由 以 下 个 映射 组 成 ， 

(1) 世 的 常 项 符号 集合 C 到 集合 4 的 一 个 影射 > ; C 一 44 如果 对 所 有 常 项 cEC,e 
在 4 中 出 现 ,我 们 以 r(c) 置换 = 在 4 中 的 所 有 出 现 , 这 个 置换 称 为 -置换 4, 将 表示 由 4 
通过 斑 置换 所 得 到 的 以 4 为 论 域 的 公式 . 

(2) 工 的 语句 到 {0,1} 集合 的 -个 映射 ( 记 为 了 ) 归 纳 定义 如 下 : 

RCocennsd) = cr) = 1 当 且 仅 当 f(rteD) ric) ,ry rr) 一 re 在 
2M 中 成 立 ， 

了 (Pleven 6)) 二 | 当 且 和 仅 当 坟 (eyr(lesy ,ey rca) 全 民 在 他 中 成 立 ， 

TA 二 1 当 壬 仅 当 7 了 (A) = 0. 

DD] CAYB2D 二 1 当 且 仅 当 1(4) = 1 或 者 1 (8)= 二 1. 对 AAB, 4 一 B, Am8B 的 
定 祥 类 做 ， 

‘TT (drA) 1 当 且 仅 当 存在 4 中 的 元 素 c. 使 AC) 在 M 中 成 立 ， 

和 了 (YrA) 二 1 当 且 仅 当 对 所 有 4 中 的 元 素 ec, 使 Aila) 在 M 中 莹 成 半 . 

对 阶 埋 论 醋 ,L 是 了 的 语言 的:- 个 结构 ,一 个 赋值 / 组 成 的 序 对 iM, 1 是 了 
的 一 个 模型 ， 如 果 对 所 有 的 了 的 非 逻 辑 公 理 4, TCA) = 1, 通常 记 为 对 |= 4., 为 表示 条 
在 某 一 赋值 下 是 了 的 模型 . 我 们 也 写成 MM |= 7. 

7. 工 介绍 的 一 防 形 式 理 论 ,属于 语法 的 范畴 ,7.2 介绍 的 一 阶 理 论 了 的 模型 是 属 平 语 六 
的 范 贱 . 

之 所 以 称 工 为 一 阶 语言 , 称 工 为 一 阶 理论 ,是 因为 在 工 中 个 体 变 元 x 及 个 体 常 大 < 
等 ,都 是 代表 同一 层次 的 个 体 对 象 ,而 该 语言 只 有 一 个 单 -- 的 对 象 层次 ,. 如 时 在 工 中 下 人 人 
衣 个 体 半 象 集合 的 变 元 及 常 项 ,而 个 体 对 象 集 合 正 好 对 应 于 一 阶 务 词 和 -- 阶 谓词 ,如 X、 
YZ 等 等 ,于 么 工 就 称 为 个 二 阶 语 育 . 基于 一 阶 语音 的 地 沦 他 自然 就 称 为 … 阶 

04。 


: 


埋 论 . 
7.2.2 举例 


笋 学 中 人 玫 论 的 形式 语言 了 的 丽 词 显 天 人 一 ra 一 或 写 得 简单 些 ， 
是 。 共 一 1， 坑 项 集合 只 会 一 个 元 率 1 .请 记 符 号 集合 以 会 特殊 请 记 符 吕 二 ,而 它 的 形式 -- 
阶 理论 Te 售 如 下 的 非 次 辑 公理 ， 

1) 一 

2》 和 一) 

(3 Wr rrr sr 2 一 1]1) 

zx 的 模型 就 是 通常 数学 中 研究 的 各 种 各 样 的 群 结构 ， 


7.3 理论 与 模型 的 基本 关系 -一 完全 性 定理 


关于 形式 推理 的 定义 ,请 参见 第 5 章 , -个 语句 A4 是 理论 了 的 逻辑 推理 的 结果 . 即 4 
是 了 的 一 个 定理 , 记 为 了 F 44， 

定 穴 7.3.1( 诈 法 定义 ) 一 个 理论 了 是 协 洞 的 ,如 果 对 任 -语句 ,了 广 4 及 了 广 ， 
刀 不 可 能 同时 成 立 ， 

定理 7. 3.1( 紧 致 性 定理 ) 了 是 协调 的 , 当 且 仅 当 了 的 任 一 有 穷 子 集 合 是 协调 的 . 

证 明 如果 了 的 某 -~ 有 穿 子 集合 7' 是 不 协调 的 ,将 有 天上 4 及 天 FF 4 4 是 某 一 
语句 , 根据 形式 推理 指定 闵 , 当 然 有 全 上 4A7F”" 二 , 则 7 是 不 协调 的 . 

如 果 全 本身 是 不 协调 的 ,7 了 FF4ATHF- 一 4 多 根据 形式 推理 的 定义 ,在 两 个 推理 中 ,只 
用 了 肯 穷 个 了 中 的 语句 作为 推理 前 提 , 记 为 了 .显然 有 TT 三 A 及 六 三 -4 因而 六 是 不 协 
调 的 . 姑 是 了 的 一 个 月 穷 子 集 合 . 

定义 7,3.3 (语义 定义 ) 一 个 理论 了 是 协调 的 ,如 果 它 有 -个 模型 ,NMFT. 

这 两 个 定义 是 等 价 的 . 

定理 7,3.2  : 阶 理 论 了 在 语 法 上 是 协调 的 .当日 仅 当 了 有 - ' 个 模型 . 

证 明 < 令 凡 是 了 的 -个 模型 .注意 到 定居 中 邓 是 一 个 非 空 集合 ,T 的 所 膛 辑 公 
理 及 韭 商 辑 公理 在 好 中 都 成 立 . 即 是 在 赋值 了 下 .它们 都 取 值 为 真 , 污 者 可 自行 检验 本 书 前 
面 罗列 的 各 条 多 辑 推理 规则 ;如 果 推 理 规则 的 前 提 都 取 和 值 为 走 , 则 推理 结果 一 定 也 取 值 为 
真 . 如 果 了 不 协调 ;有 4;, 使 了 li-4 基 开 上 -4 都 成 立 .那么 ,4 及 -4 在 中 中 都 肥 走 值 ， 
这 是 不 可 能 的 . 

之 该 证 明 是 一 阶 理 论 发 展 史上 的 一 个 里 程 惠 . 它 的 证 明 思 想 为 以 后 几 十 年 计算 机 程序 
理论 的 形式 语义 学 商定 了 基础 , 由 十 让 明 十 分 复杂 ,我 们 只 能 简单 地 般 述 它 的 思路 .证明 的 
主要 思想 是 所 谓 的 “项 模型 ?六 法 ,在 卫 ( 语 法 上 的 } 协 调 的 前 提 下 .通过 语法 运作 ,将 语句 集 
合 本 身 君 作 模 型 ,或 者 引信 新 的 常 项 变 元 代替 语句 ,由 所 有 的 常 项 变 元 ( 原 有 的 及 新 引入 的 ) 
组 成 论 域 ,定义 论 域 上 的 相应 函数 及 关系 ,从 而 得 到 了 的 一 个 模型 . 证 明 过 程 需要 建立 凡 个 
引 理 . 

引 还 了 .31 其 果 于 旦 协 如 的 -全 任 一 二 位 碟 阁 于 UU 4 其 中 企 少 人 有 
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-个 是 协调 的 . 
证 明 ”如 果 TU1A. 不 协调 , 则 有 某 些 B,ET, 使 2AABABA ABirCA 一 CC 成 
立 , 此 时 基于 1 1 有 4 也 不 协调 ,期 有 某 些 DET. 使 -A4AD ADA 呈 ADs 一 CA 一 C 成 
立 . 由 命题 演算 的 规则 BB. AB 大吾 内 五 大 万: 大 人 PDCA 成 立 , 因 而 闷 是 不 协 


凋 的 , 巴 盾 ， 
引 理 7.3.2 如 果 了 是 协调 的 ,了 中 的 任 一 语句 都 不 含量 词 符号 ; 则 了 有 一 个 模型 . 
证 明 注意 伸 任 - 变 元 符号 , 任 一 量词 符 导 都 不 在 了 中 出 现 ,T 可 能 是 有 穷 的 ,也 可 能 


是 无 穷 的 .将 了 的 语句 排 威 一 个 良 序 集合 .上 由 此 和 良 序 ,可 以 自然 地 导出 所 有 在 了 中 出 现 的 
常 项 的 集合 及 所 有 在 了 中 出 现 的 谓词 符号 及 函 词 符号 的 集合 的 一 个 良 序 . 更 进一步 ,我 们 
得 到 所 有 形 为 上 一 6 呈 ,Cesessye) ecoaei) 二 cp-1 的 语句 的 一 个 良 序 . 这 里 ec 
玉民 ,等 都 是 在 了 中 出 现 的 常 项 ,谓词 、. 函 词 .以 已 记 这 样 的 语句 , 施 归 纳 于 序数 a, 定义 语 
名 集合 1C. 假设 了 UIGi8<a} 已 是 协调 的 ,如 果 下, 与 TU'iGa1B<al 是 协调 的 , 则 令 Cs 
二 下 ,， 若 不 是 ,由 引 理 7.3.1, 了 FF 与 TU 1Gs|B<a} 是 协调 的 ,此 时 令 Cs 下 ， 今 已 三 
了 U1 所 有 的 GG 由 紧 致 性 定理 ,HH 一 定 是 协调 的 . 

由 五 来 定义 了 的 一 个 模型 对 ,其 论 域 世 由 这 样 的 tei) 组 成 :对 每 一 个 cy, eg 即 是 使 
《es 一 Ci 筷 五 的 最 小 的 cs( 注 意 到 对 每 一 个 常 项 Cs {C3 0 全 里, 因而 0 一定 存在 ), 对 得 
一 在 了 中 出 现 的 请 词 已 , 上 对 应 的 关系 定义 为 民 R= 二 ry cdromy 7), 如果 Ptr;， 
Car cs) 全 如 ,对 每 一 在 了 中 出 现 的 函 词 让, U7 上 对 应 的 函数 定义 为 六 ei ez en ) 一 
ep 如 果 人 (etcezoy ci) 二 cil)EH. 

仔细 ,严密 的 验证 将 说 明 我 们 的 定义 是 合理 的 ( 验证 本 身 并 不 困难 ). 而 且 和 M 一 定 是 了 
的 模型 . 

加 到 一 般 的 情形 :了 可 以 含有 量词 、. 变 元 符号 ,由 5. 3 节 知 ,每 一 带 量 词 的 谓词 语句 都 可 
以 写成 前 束 范 式 . 若 形 为 Yz4tzr) 的 语句 在 了 中 ,对 每 一 在 了 中 出 现 的 常 项 符号 c， 将 语 
名 ACe) 放 人 工 中. 如果 形 为 3x4(Cxz) 的 语句 在 了 中 , 引 人 和 人 一 个 新 的 常 项 符 导 ee 在 了 中 
没有 出 现 过 . 如 果 需 要 , 黄 至 到 创造 原来 工 没有 的 新 常 项 , 同时 将 4(eh 族人 了 中 ,这 样 得 
到 的 语句 集合 记 为 了" ,同时 将 2" 中 的 语句 都 写成 前 东 范 式 ， 

引 理 7.3.3 若 7 是 协调 的 , 则 了 "也 是 协调 的 ， 

证 明 按 渭 词 演算 推理 规则 ,容易 验证 . 

信 了 = 一 了 TH 一 Ye， 然后 令 工 一 UTn 遍历 所 有 的 整数 ,大 显 然 是 协调 的 , 令 五 
是 了 中 所 有 的 无 量词 出 现 的 语句 组 成 的 集合 . 按 引 悍 7. 3.2 证 明 中 的 办 法 ,构成 总 的 一 
个 模型 ,可 以 证 明 ,Mf 同时 也 是 了 的 模型 ( 实际 上 ,M 是 T' 的 模型 ,从 而 一 定 是 了 的 模 
型 ). 证 明 也 不 是 十 分 困难 , 施 归 纳 于 7 中 的 语句 的 量词 个 数 , 考 虑 量词 个 数 仅 为 1 的 情 
形 , 若 语句 是 jxA(z) 3x A{x)ET', 按 人 ' 的 定义 , 划 存 在 一 个 最 小 的 rn, 使 3xA(x}E€ 
了 由 上 所 述 , 此 时 引信 一 个 新 的 常 项 。， 又 将 4(e) 放 人 了 ,i 中 ,注意 到 A(e}EH, ME 
4te )， 从 而 有 对 F 卢 3zr4Cr). 车 语句 是 YxACtx), 同样 ,容易 证 明 对 所 有 在 T 中 出 现 的 常 
项 cc，Ate) 都 在 瑟 中 ,MM 上 帮 Ale'), 对 所 有 M 中 的 元 素 都 成 立 , 所 以 有 信 帮 YXxALz), 对 一 
般 的 情形 ,用 归纳 法 证 明 . 从 而 可 以 完成 定理 ?, 3.2 的 证 明 ， 

更 朋 这 里 的 证 明 方 法 是 Henkin 创造 的 ， 

定理 7.3,3 Godel 完全 性 定理 
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了 是-- 阶 理论 ,A 尼 任 -语句 ,7H 4 当 且 公 当 汪 在 所 有 了 的 模型 中 者 成 次 ， 

证 明 之 愉 鉴 形式 推理 的 每 一 条 规则 知道 ,如 果 前 提 在 模型 好 中 成 立 . 则 规则 产生 的 
结论 在 MM 中 也 成 立 , 因 而 4 在 所 有 并 的 模型 中 上 成立 ， 

= 假定 4 在 所 有 T 工 的 模型 中 都 成 立 ,; 但 二 不 是 了 的 逻辑 结 沦 ,内 此 导出 交 持 . 考虑 了 了 
U1 4 ,如 果 荆 U1 一 A1 是 协调 的 ,根据 定理 7.3.2, 存在 了 TU1”341 的 :个 模型 , 它 当 然 
是 了 的 模型 ,市 在 该 模型 中 .4 不成立 ,这 与 定理 的 条 件 斤 盾 , 所 以 人 了 U1 一 A1 是 不 协调 的 ， 
由 协调 性 定 关 ,有 了 同一 4'F 这 意味 着 (了 了 A 一 二) 一 二 ,由 推理 规则 ,应 有 一 玉 用 史 
AA 是 -TVYA, 即 人 二 所 以 人 了 | 一 4 

注 证 明 中 了 表示 A 如 有 A 这 里 4, 议 历 了 中 所 有 的 语句 ,证 毕 . 

紧 致 性 定理 的 语义 形式 ”人 尾 一 一 阶 理论 工 ,如 果 它 的 任意 有 穷 子 集合 有 模型 , 则 了 有 
-个 模型， 


7.4 Lowenheim-Skolem 定理 及 Herbrand 方法 


Lowenheim-Skolem ”定理 加 深 了 人 们 对 一 阶 理论 的 语法 及 语义 之 间 关 系 的 认识 ;也 为 
计算 机 及 人 工 管 能 中 的 所 谓 “ 半 可 判定 性 ”或 “ 非 确定 算法 ”研究 莫 定 了 思想 基础 - 一 在 许多 
具体 的 计算 机 科学 ,人 工 智能 甚至 工程 计算 中 , 非 确定 算法 往往 十 分 有 效 , 而 确定 算法 却 无 
能 为 力 ， 

一 阶 语言 上 的 基数 定义 为 上 的 符 屿 集合 的 基数 , 记 为 |; , 令 工 是 语言 上 的 一 阶 理 
论 . 本 节 仅 限于 讨论 | 工 | 所 号 的 情形 ,基于 基数 的 内 容 详 见 节 12.4. 

定理 了, 4. 1(Lowenheim-Skolem 定理 ) 如 果 了 在 -个 无 穷 模 型 , 则 了 有-:- 个 基数 小 
于 等 于 训 的 模型 , 即 该 模型 或 者 是 有 穷 的 ,或 者 是 可 数 无 穷 的 . 

证 明 令 避 是 工 的 一 个 无 穷 模 型 ,C 是 在 了 中 出 现 的 所 有 常 项 集合 ,| 委 吴 . 令 六 
是 对 的 一 个 子 集 全 ,六 二 rlc)jicEC 1 显然 N 的 基数 小 于 或 者 等 于 名 ,和 将 把 入 扩张 成 为 
7 的 一 个 可 数 模型 . 

枉 给 一 个 形 为 ACyszi yzY2r 4 ro) 的 公式 .任意 元 素 序 列 teiycsre yer) ,ejEN. 刀 果 
在 李 中 有 ce 穗 Acococei 和 eol 在 则 中 成 空 , 则 将 一 个 这 样 的 c 放 信 N， 对 所 有 的 人 ei、 
casrvroy 蚊 所 有 的 公式 4(3 zyrrw xy) 都 这 样 艇 ,并 收 人 人 -个 这 样 的 元 束 cEM,N 特 
扩 先 成 为 7 的 一 个 于 集合 NN, 令 No 二 NIN = NT 然后 令 媚 一 UN 人 遍历 所 有 的 
整数 , 容易 证 明 | 豆 | 之 很 . 现在 要 证 百 是 了 的 一 个 模型 . 令 AET. 

若 有 4 不 含 任何 量词 ,4 是 由 原子 语句 通过 命题 演算 的 逻辑 联结 词 一 ,A ，Y ,一 ,+ 峙 
纳 定 义 得 到 的 公式 , 由 于 对 所 有 的 常 项 cEC,c 的 解释 已 仿 在 N 中 ,N 区 五 握 凡 .个 简 
单 的 归纳 证 明 过 程 将 揭示 , 任 一 这 样 的 4, 型 乒 4 则 有 五 片 4. 

若 4 只 会 一 个 量词 ,假设 4 是 Yrx5tx) ,我 们 下 Yh E HH, HEB(h). 由 上 商 的 分 
析 ,有 (4) 中 不 含 任 何 的 量词 ,不 售 任 何 的 变 元 ,如 人 ) 中 的 常 项 的 解释 早已 在 囊 中 .4 瞩 
YL) 于 涵 训 瞩 Bh, 由 此 又 可 得 下 上 帮 Bth), 荐 A 是 3xzBtr), 有 M 几 履 YrxBCtr) 所 
以 在 邮 中 应 有 元 素 c， NBtco), BCz) 只 会 一 -个 变 元 x+, 可 能 含 常 项 cyesrn ,es: 代 也 可 
能 不 含 任何 常 项 . 在任 一 情况 下 .和 构造 入 时 ,都 收入 了 一 个 cEM, 熏 人 上 Bl ee 
的 解释 都 在 六 由 在 六 中 ,是 fc) 不 含 任 何 的 变 元 .所 以 和 于 Bite), 重 有 二 Bte)， 
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从而 吾 户 习 r 品 Cr) 

当 4 是 --- 般 的 情形 ,元 归纳 于 A 中 角 词 的 个 数 ,假定 4 的 量词 个 数 是 & 十 1. 同样 , 兰 
4 是 YrB(z) ,B(x) 有 此 个 基 词 .要 证 WAE 嫩 , 百 户 号 CA 但 我 们 知道 对 户 瑟 )， 和 让 归 
纳 假 设 , 殖 户 号 人) ,所 以 上 EE YrBtr), 车 和 4 是 3 Bt) MM 二 Bl), 对 某 --¢ 全 如 .由 
于 五 的 构造 ,对 任 序列 fe;yesy cs 忆 1 若 在 好 中 有 ce 使 到 户 Btcoetcoy 
cx), 我们 中 已 选择 了 这 样 的 一 个 < 放 入 下 中 . 所 以 1:3kE 吾 , 使 由 上 忆 B(h) ,由 归纳 假设 ， 
召 睹 B0A), 从 而 1 上 jx 下 (Cr 

在 计算 机 科学 ,A 人工 智能 研究 中 著 省 的 Herbrand 域 的 构成 及 Herbrand 定理 5 给 出 了 

-个 半 吕 判定 的 方法 } 的 给 出 ,在 本 上 源 寺 Lowenheim-Skolem 定理 及 其 证 明 方法 ,不 阿 的 
仅仅 是 表达 的 形式 而 已 ,这 里 我 们 从 理论 的 观点 来 叙述 Herbrand 域 并 证 明 Herbrand 
定理 . 

谓词 演算 的 -个 公式 4 是 不 可 满足 的 ,如 果 它 没有 任何 模型 ,或 者 说 它 是 广 盾 的 . 
Herbrand 方法 就 是 判定 一 个 公式 44 是 否 不 协调 的 、 非 确定 性 的 算法 . 

令 4 是: - 阶 语 言 的 企 -- 公 式 , 而 且 上 共有 前 束 范式 @@:ri@srz etEtCrzaeez) ， 客 
个 妨 , 是 屋 词 7 或 者 了 ， 先 将 B&Byr2er 人 BOT XIr 呈 To) 逐步 改写 成 一 个 无 3 量词 的 公 
式 : 

假定 公式 4 左边 第 -个 量词 名, 既 是 卫 . 去 掉 3z， 找 到 或 者 创造 一 个 新 的 常 项 c ,在 4 
中 设 有 出 岗 过 的 .并 以 上 昔 换 4 中 所 有 工 .的 出 现 . 

假定 在 左 起 第 一 个 3 的 左边 有 量词 Yriyzr…yriy 去掉 3zre-iy 找 到 或 者 创造 一 个 新 的 
二 开 图 记 下 (ya 删除 3 以 下 人 rr 替换 xz, 在 Betx;yzar*y5,) 中 
的 所 有 出 现 . 

注意 (4) 下 必须 在 和 中 没有 出 现 过 ，(2) Fryrorwyri) 的 变 元 组 与 Yx Yr 
中 的 变 元 组 是 一 样 的 . 这 样 得 到 一 个 公式 A1, 对 ,重复 该 过 程 , 最 后 得 到 一 个 无 了 的 公式 
习 ，A! 具 有 形式 YY 忆 Cyr 4 与 和 在 拷 辑 上 说 . 
不 一 定 是 完全 等 价 的 . 但 齐 不 可 满足 性 上 ,它们 是 等 价 的 . 

如 果 不 产 生 误 解 ,4 中 的 五 (zrzrz 开 Tie 下， yo) 部 分 仍 可 以 写 为 
BCziyrsectoy 性 称 为 无 3 前 束 范式 的 母 式 . 

读者 可 以 将 这 里 删 珍 了 z, 并 引 大 一 个 新 的 函 词 符号 的 做 法 与 Lowenheim-Skolem 定理 
证 明 中 引 大 新 的 元 素 的 做 法 做 一 比较 . 在 Lowenheim-Skolem 定理 的 证 上 明 中 ,对 每 一 公式 
有 Cecpoeerrmota) ,如 果 有 cc 万 几 ,使 训 Ceyey vez) 在 M4 中 成 立 ; 则 将 一 个 这 样 的 元 率 引 
大 六 中 ,并 对 所 有 NN 中 无 素 的 序列 《covez ye》 做 同样 的 操作 , 这 实际 上 隐 含 了 一 个 入 
上 元 轴 数 的 形成 .注意 ,zyovcezy cr 的 顺序 的 所 法 在 这 里 是 无 关 紧 要 的 , 同样 ， 
Herbrand 域 的 构成 方法 ,与 1owenheim-Skolem 定理 的 证 明 中 的 瑟 的 构成 方法 是 相同 的 . 

定义 7.4.1 ‘Herbrand 域 } 设 4 居 工 的 一 个 无 3 前 束 范 式 , 定 义 4 的 Herbrand 域 
TT 为 if |t 是 由 在 4A 中 出 琉 的 个 体 党 项 符号 ,自由 变 元 符 导 和 和 函 词 符号 生成 的 项 . (如 采 在 
44 中 不 出 现 个 体 常 项 符号 或 自由 变 元 符号 , 则 皮 任 柯 一 个 新 的 党 项 符号 . ) ， 

今 Btriveaor wra) 是 A' 的 母 式 . HH 中 任意 的 元 素 组 41.t,…. 1 实际 上 是 形式 项 ) 带 
人 Birivrann Xs) 中 ,得 到 -个 天 量词 .无 变 元 的 语句 有 im 因为 此 时 五 已 经 
成 为 -个 符 纪 集合 : 相 站 上 上 新 的 毫 项 焦 侣 .这样 的 语句 称 为 任 式 旦 人 rssroy 在 

人 。 


Herbrand 感 上 上 的 特例 ,以 汪 记 上 所有 特例 组 成 的 集合 ， 

定理 7.4.25 了 erbrand 定理 ) 任 一 一 阶 公式 由 是 不 可 满足 的 , 当 有 由 仅 当 存 在 5 中 的 
有 穷 了 集合 5S',5$' 是 不 是 洽 足 的 ， 

说 明 (1) $ 并 不 电 4 的 母 式 的 特例 集合 ,而 是 4 的 无 卫 前 束 范 式 4' 的 母 式 的 特例 集 


合 ， 

C2) SS 不 会 任何 世 词 、 变 起 , 令 BBG yt fStop ty) 吕 以 写成 CNF, 半 
中 的 每 一 文字 是 了 中 的 原子 公开 或 原子 公式 的 全 定 . 所 谓 工 的 原子 公式 足 PG ,ts 1) 
万 性 Fy) 

13》 ff 可 以 归纳 地 十 关 为 

吾 , 一 fit 是 在 A 中 出 现 的 常 项 符 辟 及 自由 变 元 符号 ;如果 二 者 部 不在 水 中 出 现 ， 
引信 :个 新 的 常 藉 符号 ce 万 帆 组成) 

HBH, HF 在 A' 中 出 现 ' 

瑞 二 fi,sn 遍历 所 有 的 整数 ， 

注意 到 24 导 工 的 一 个 给 定 的 公 碟 , 它 的 符号 集合 是 有 穷 的 ,因而 厂 , 是 有 穷 的 . 同时 ， 
人 在 入 中 也 只 出 现 有 穷 个 隧 词 符号 ,因而 每 一 个 至 ,都 是 有 穷 的 . 按 吾 的 这 个 分 层 , 可 以 在 
一 个 有 效 的 可 数 过 程 中 逐个 检查 5 的 每 -- 个 有 穷 子 集合 全 .由 (2) 及 关于 命题 演算 公式 的 
归结 方法 ,对 每 -- 3 的 归结 ,不 管 3 是 否 可 满 忠 ,一定 终止 ,然后 对 下 一 个 8 的 有 穷 子 集 
合 进 行 命 题 演算 的 由 结 过 程 . 由 Herbrand 定理 . 邵 果 4 是 不 可 满足 的 , 则 在 有 窃 步 内 ,:- 定 
能 找到 :个 不 可 满足 的 有 穷 子 集合 ,从 而 过 程 终止 ,但 如 果 4 是 可 满足 的 , 则 过 程 永 远 不 停 
目 , 就 水 远 不 能 肯定 站 是 省 可 满足 , 所 以 这 个 判定 方法 是 “ 半 可 判定 ”算法 ,也 叫做 * 非 确定 
性 算法 ” 

相当 一 部 分 的 国内 外 计算 机 科学 和 人 工 知 能 专家 都 认为 ,在 大 部 分 计算 复杂 性 很 高 的 
计算 问题 中 , 非 确 定性 算法 往往 比 确 定性 算 潜 有效 待 多 ,实用 得 多 . 应 该 指出 , 非 确定 性 算法 
仍然 右 待 进步 深 大 的 研究 ， 

Herbrand 定理 的 证 明 地 用 反 征 法 .假定 4 是 本 满足 的 ,由 定理 7.3.2, 4 有 一个 模 
型 7, 调 旦 蜡 揭 论 域 非 窄 . 妇 果 44 有 党 项 符 导 .日 由 变 孝 符号 出 现 , 令 六 为 它们 在 好 中 
的 解 群 , 如 有 琳 一 者 在 二 中 皆 不 出 现 , 则 任 取 上 E M, 令 让 一 4c), 显然 N 守 于 

( 这 里 莹 山 明 的 是 :个 带 上 月 出 变 元 的 公式 本 vs 在 虹 中 是 可 满足 的 ,六 
3 是 本 中 的 自由 蛮 匹 ,只 归 存 在 并 中 的 元 素 civeooooc 使 Aceonoo) 在 条 
中 of 满 是 .) 

上 由 本 WE, 按照 Lowenheim-Skolem 定理 让 明 中 构造 理 af 的 初等 子 模型 的 方法 ,将 
N 扩充 为 时 的 了 模型 , 沪 子 模型 满足 1, 注意 按 定义 7,4.1 的 说 明 , 该 攀 造 过 程 ,对 各 的 每 
个 习 基 问 , 孝 可 以 顺势 定义 N 上 的 一 个 因数 jf，, 它 的 安 元 是 所 有 该 3 符号 左边 出 现 的 被 
Y 形 的 居间 约束 的 亦 疱 : 同样, 令 第 次 扩充 的 销 果 是 NN ==N, Ni 二 Ni,.H 一 了 U 
生肖 册 甩 有 的 整数 , 可 以 验证 ,4 的 无 习 前 束 范式 4 的 母 址 BGsoyery ,iL， 
Fr 的 任 :特例 在 2 中 部 是 成 立 的 ,内 此 五 一 S$S, 5S 是 可 满足 的 .由 上 紧 孝 性 定理 .5S 
的 至 一 个 有 穷 于 集合 邦 是 可 满足 的 . 

王国 样 用 反 广 法 , 假 宇 S 前 任 -有 穷 了 集合 S$S' 虱 是 扫 湖 的 , 则 SS 是 协调 的 . 根据 定理 
3 的 证 朋 趾 的 二 惠及 下 评 昌 天 法 . 辐 样 可 以 和 建立 5 的 一 个 展 忒 模 班 姑 , 它 的 从 
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域 是 4' 的 Herbrand 域 的 一 个 子 集合 ,而 且 每 一 个 引 人 的 新 的 范 词 符号 下 都 在 M 上 有 解 
释 .用 简单 的 所 纳 法 , 施 归 纳 于 4 的 前 束 式 的 复杂 性 ,可 以 验证 , MM 同样 是 4 的 一 个 模型. 
所 以 4 是 可 满足 的 . 


7.5 一 阶 形式 理论 Z， 


在 对 一 阶 理论 及 其 模型 的 研究 中 , G6del 的 不 完全 性 定理 ,被 认为 是 20 世纪 最 重要 的 
数学 定理 . 它 深刻 地 揭示 耳语 法 及 语义 的 关系 ,对 数学 以 及 学 认识论 部 育 深 刻 的 影响 . 重要 
结果 之 一 :就 是 得 定 了 Hilbert 关于 将 一 切 数 学 领域 形式 化 的 所 谓 “ Hilbert 网 领 ” Godel 
定理 断言 :对 任 一 足够 复杂 的 一 阶 理论 ,都 存在 一 个 形式 语 和 名 4, 了 推 不 出 4, 也 推 不 
出 一 了 4， 

为 了 比较 具体 详细 地 介绍 G6del 不 完全 性 定理 ,有 必要 介绍 一 个 特殊 的 形式 理论 系统 
2Z.Z 是 一 个 比 初 等 算术 的 形式 理论 “ 稀 徽 大 一 点 "的 形式 理论 ,我 们 将 在 Z, 上 介绍 和 证 明 
Godel 不 完全 性 定理 . 

Z1 可 以 理解 成 关于 非 负 整数 的 一 个 形式 理论 , 它 的 语言 工 中 的 谓词 是 R(x,y,x》 及 
Ratzyyyz) ,分 别 表 示 加 法 关系 x 十 y= 二 z 和 夭 法 关系 xr，y = z( 注 意 到 函 词 可 以 用 请 词 来 
定义 ). 常 项 集合 只 会 0 和 21. 为 简便 计 , 约 定 3! A(x) 是 公式 x VYyCACr) A (CACy]->x 一 
y》)) ,意思 是 存在 一 个 唯一 的 元 案 x ,使 A(x) 成 立 ， 

Zl 的 公理 ;1 

{1} Yrry dl zz《 y= 2) 

(2) Yry jl! rz Cr*y—=2) 

(3) Yr (XO0= rrAr*l1l=xr) 

C4) Yr y tt Cy 二 1 = {ry) 二 1) 

(5) Yr y Cr (yl1} = rr ytr) 

《67 Yr ytr1l=y 1 r= y) 

《7] Yr (r+1= 0)} 

(8) 令 六 (zy fstar 呈 s&h) 是 工 中 的 任 一 公式 ,会 x 作为 自由 变 元 ,tytss…roti) 可 以 是 
空 集 , 则 

Vestarr st CACOs tskarrresti)y A VyCACy, botareesti) > Ay + bs stesrn ta))) 
—* YrACr, fistas™ sti) J 

第 (8) 款 实际 上 包含 无 穷 条 公理 ,也 称 为 公理 模式 , 读者 可 以 发 现 , 它 实际 上 是 通常 使 用 
的 归纳 法 的 形式 化 . 

关于 整数 的 形式 理论 Nr 可 以 嵌 人 到 ZZ 中 ,Ny 的 形式 理论 : 


(1) Sx#0 

‘(2MIT= yr = y 
3) 工 十 D 一 x 

4) 十 Sy 一 S (x+ y) 
(5)7 * 0=0 


6) xr» Sy = (rr yt 
"Jlo: 


(TIT) 

(Br yr 人 Cy Yr=y 

(zy YI=v Vy 

这 里 形式 滑润 5， 之 分 别 代表 后 继 【 加 1 7， 小于. 二 省 都 串 以 在 必 中 定 关 Sxtrx | 
1 vz 一 yw)}， 辕 者 可 以 自行 验证 ,六 ;的 每 一 条 公理 在 Z 中 都 是 可 让 的 . 
由 十 包含 了 NN, 我 们 有 了 对 六 的 会 式 : 形 式 规 则 ,包括 形成 规则 .推理 规则 、. 形 式 证 
明 等 等 进行 G6del 编码 的 基础 设置 ,这 对 介绍 C6del 不 完全 性 定理 的 证 明 是 必须 的 . 


7.6 Godel 不 完全 性 定理 


定理 7. 6. 1 (Godel 不 完全 性 定理 ) 若 Z 是 协调 的 , 则 存在 Z) 的 一 个 语句 4 ,在 Z 
中 ,4 及 ”4 都 不 可 能 形式 证 明 . 

要 证 明 G6del 不 完全 性 定理 ,通常 的 办 法 是 构造 2 的 -- 个 形式 语句 4, 由 于 定理 的 前 
提 是 Z, 是 协调 的 ,可 以 使 用 非 负 整数 域 NN 作为 Z| 的 机 型 .语句 4 在 入 中 的 解释 是 说 ;和 4 
本 身 是 不 可 证 明 的 5 通常 这 种 方法 叫 航 self-reference 办 法 ,也 可 以 说 是 对 和 衣 线 法 的 -- 种 特 
环形 式 ). 该 语句 及 其 否定 ,在 7 中 是 木 可 证 明 的 ,否则 产生 了 矛盾， 

定理 证 明 中 的 另 一 重要 设置 昆 所 谓 的 Godel 配 数 法 ,也 就 是 编码 .有 很 多 种 配 数 的 方 
法 ，- 种 是 先 选择 一 个 素数 的 集合 P;， 基 和 数 太 于 2, 也 可 以 是 无 穷 的 ,作为 表示 公式 的 时 纳 
形成 过 程 ; 令 己 是 六 一 已 中 所 有 的 素数 全 恒 ，P: 应 该 是 无 穷 的 , 将 ;一 一 分 配给 所 有 的 上 
符号 ,然后 归 多 地 定义 一 个 公式 的 Godel 数 , 局 及 P; 是 递归 上 集合, 即 是 说 ,它们 的 特征 防 数 
是 递归 的 .可 以 令 P= pp P= 

配 数 方法 任 给 一 个 公式 4, [41 表 4 的 G6del 数 . 

(1) f(z) 是 由 2Z1 的 语言 上 的 符号 集合 了 到 P; 上 的 一 个 1 一 1 ente 影射 ， 

(2) u,v 蚌 常 项 或 变 元 , 则 iu 一 4] = pf pf pl 

(3) unter ， di 十 常 项 或 变 元 ,B 是 上 元 谓词 , 则 [Buoyneory 人] 二 pf pi pi 
pet pls 

{4) 如 果 ia tis tt- 1 是 常 项 或 变 元 ,下 是 下 元 孙 词 , 则 [Fugywovrr,s tas di..)] 
的 定义 同 (3)， 

(5) [AAB] = pi pi pA, [AVB], 4 一 有 ,4 的 定义 类 似 . 

(6) [了 ratz)] = pl py rm-, 

(7) [Yaz4tzrij 的 定义 同 (6). 

可 定义 性 ”为 区 别 Z| 中 的 常 项 0,1 与 入 中 的 元 素 0.1, 将 Z1 中 的 0.1 分 别 写 为 0,， 
.在 ZZ: 中 定义 新 的 常 项 2 二 1 二 1,Cn 十 1 二 和 十 1 入 上 的 一 个 美 系 Rr zs 2,) 
症 Z. 中 可 定义 的 ,如 果 对 任意 的 六 中 的 元 素 组 让， 让， 有 了 的 公式 ACrivxernn， 
71》 使 得 

NE 并 CR 二 且 公 对 ZAGER DD Ck) rr, Ak,).) 

依 递归 孙 数 的 概念 ,给 出 入 上 的 任意 递归 函数 tr es) 二 1; 可 以 定义 以 
的 一 个 5 十 1 元 关系 RCrysis"'* sr。，X,_:)》 司 得 

ME RR Rn Rs RN Er 


"111l:* 


-一 


ma 


引 理 7,6,1 对 任 一 递归 函数 x, 关系 玉 在 2 中 是 可 定义 的 ， 

证 其 ” 施 归 纳 于 递归 卫 数 定 闵 的 各 条 款 , 由 于 任 一 给 定 的 遂 归 函数 都 县 有 穷 次 使 用 这 
些 条 款 得 到 ,每 一 次 使 用 都 是 可 以 用 … 个 在 Zi 中 可 证 明 的 公式 来 定义 ,这 样 便 可 得 到 有 穷 
条 公式 ;它们 给 出 了 只 .的 在 2 中 的 定义 ， 

NN 上 的 一 个 关系 是 递归 的 ,如 果 它 的 特征 函数 是 一 个 递归 函数 , 即 尽 Czlzs zs) 的 
特征 函数 htriyzsrn' yxr) 定义 为 

hE 1 如果 NN 灰 RCREL 下 管 则 有 (下 rs 二 0 

引 理 7. 6.2 对 尾 一 递归 函数 >, 关系 RR. 是 一 个 递归 关系 ， 

由 于 有 了 Godel 配 数 ,作为 一 个 一 阶 理论 ,Z. 中 的 : 切 形 式 对 象 及 形式 关系 .形式 抬 
作 ,包括 的 公式 集合 ,公理 集合 ,形式 规则 集合 ,包括 形成 规则 、 推 埋 规 则 ,形式 证 明 的 集 

全 等 等 ,在 该 编码 下 ,都 对 应 于 NN 上 的 关系 ,通过 逐步 地 .但 十 分 烦 珊 的 验证 ,可 知 它们 都 是 
N 上 的 递归 关系 . 以 下 罗列 这 些 关 系 , 注 意 这 些 都 是 六 上 的 关于 整数 的 关系 ,但 由 于 它们 
都 是 递归 的 ,在 Z. 中 都 可 以 表达 . 

{1) n 是 工 的 一 个 符号 . 

(2) 2 是 一 个 常 项 . 

《3) 7 是 一 个 变 元 ,n 是 一 个 项 ， 

(4) nn 二 一 个 公式 ， 

(5) # 是 一 个 公理 . 

(6) n 是 -个 公式 ,mm 是 一 个 变 元 ,rm 在 nn 中 自由 出 现 . 

(7) n 是 :个 语句 ， 

(8) nn 是 :个 形 为 4Cx) 的 公式 ,只 合 工 作为 自由 黎 元 ,和 是 一 个 常 项 ,ce 是 以 mx 置换 nn 
中 的 x 得 到 的 公式 . 即 c = 二 [Aten) jy cn 是 壤 所 代表 的 常 项 ,此 关系 可 记 为 SubC nm】 一 
4 ,这 是 N 上 的 一 个 递归 关系 . 

(9) 4 是 一 个 证 明 ， 

(10) 2 是 语句 jx 的 --- 个 证 明 , 记 为 Prtnsim)， 

说 明 由 (10) ,在 NN 上 ,集合 “n 是 ZI 的 一 个 定理 "是 递归 可 梳 举 集合 , 它 的 形式 定义 
为 人 Prim， ay ,如果 一 有 阶 理 论 荆 的 定理 集合 是 递归 的 , 则 称 该 理论 为 可 判定 的 ， 

引 理 7.6.3 令 Atx) 是 ZI 的 一 个 公式 ,[ACX)|] 二 mx 是 它 的 Godel 数 ,wn 是 一 个 整 
数 ,代表 某 - -个 项 上 , 则 Sub(my zy = Sub Acr)],[i]) = [AQ)] 

证 骨 由 Subtz,y) 的 定义 ,然后 依 4Atx), 7 的 公式 复杂 性 归纳 证 明 ， 

引 理 7. 6. 4( 对 角 线 定理 ) 令 plx) 是 2 的 语言 亏 的 任 一 个 公式 , 它 的 唯一 的 自由 变 
光 是 x , 则 存在 语句 风 , 使 得 


Zi pp Lg)) 
证 明 邻 BIOz) = 二 opCSubtcyzr))( 此 时 Br) 称 为 gtx) 的 对 角 线 形 , ), 又 念 六 一 
Cr)]， 同时 邻 二 Prtmm) ,由 显然 是 2Z1 的 -个 语句 . 我们 要 证 Zi 一 prgl[#]). 
在 Z| 中 有 


Pm) pSubtm,m)) 
“sp Sib TBE) m )) { 由 寺 站 = 一 1 
» 11l2.， 


gp Bn) ]) 
gt 0]) 

证 毕 ， 

蕉 虑 公式 一 9z Prtz, x ), 只 会 一 个 自由 变 元 x. 它 在 和 N 中 的 解释 为 ”x 是 不 可 让 助 
的 ” 令 其 为 引 理 7.6,4 中 的 gfx), B(x) 二 ytSub(trx)) 二 -dzPriz, Sub(tr a)), 名 一 
Bip, mm 二 [8(x)] 由 寺 Zi 上 rpC gj), 语句 下 在 入 中 就 可 以 解释 为 业 自 己 是 不 可 主 
明 的 . 

我 们 来 让 凤 受 一 ”在 2 中 都 是 不 可 证 明 的 ， 

如 果 了 2; 片 多 则 由 引 理 ?7.6.4, 2 上 -3zPrcs, [的 ). 则 在 入 中 找 不 到 [yw] 的 证 明 xz， 所 
以 交 在 思 中 基 不 可 证 的 ,矛盾 ， 

如 果 Zi 一 箔 ; 则 Z 斑 ”zxPr(z。、 区 ]) ,在 只 中 存 在 150] 的 -个 证 明 =, 内 而 Z1 my 
由 矛盾 ， 

这 就 完成 了 Gdédel 的 不 完全 性 证 明 . 

定理 7. 6.2 (Gidel 的 第 二 不 完全 性 定理 ) 令 CON(Z1) 表示 2Z1 是 协调 的 ,通过 编码 ， 
CON(Z,) 可 以 表达 为 2 的 一 个 形式 公式 , 某 一 2 的 语句 区 在 2Z1 中 不 可 证 上 明 .( 如 果 Z 椒 
协调 ,任何 公式 都 在 Z, 中 可 证 , ) 

实际 上 ,与 CON(Z1) 是 等 价 的 ， 

定理 7.6.3( 广 包 G6del 不 完全 性 定理 ) 令 1 是 任何 一 个 理论 , 它 的 公理 是 归纳 地 给 
由 的 ,同时 原始 递归 函数 在 本 中 可 以 定义 ,那么 ,车工 协调 , 则 

(1) 存在 语句 A， 4 及 ”4 在 工 中 都 不 可 证 . 

(2) CONCT) 在 下 中 是 不 可 证 的 ， 


3， 


第 8 章 证 明 论 中 的 逻辑 系统 


本 章 将 介绍 小 演算 .自然 推理 系统 .Gentzen 的 捉 形 演算 .Girard 的 线性 逻辑 . 模 态 逻辑 
等 ,以 及 计算 机 科学 ,人 工 智能 密切 相关 的 逻辑 系统 ,从 理论 上 介绍 它们 的 语法 和 语义 ， 


8.1 AA- 演算 


A- 演算 可 以 说 是 最 简单 ,最 小 的 一 个 形式 系统 ,大约 在 1930 年 左右 ,由 美国 的 还 辑 学 家 
Kleen 创建 . 至 今 ,在 欧洲 得 到 广泛 的 发 展 . 可 以 说 ,欧洲 的 计算 机 科学 是 从 1 演算 开始 的 ， 
而 现在 仍然 是 欧洲 计算 机 科学 的 基础 ,首先 它 是 画 词 式 程序 理论 的 基础 ,而 后 ,在 包 -演算 的 
基础 上 ,发 展 起 来 的 x- 演 算 、X- 演 算 , 成 为 近年 来 的 并 发 程序 的 理论 工具 之 一 ,许多 经 典 的 
并 发 程序 模型 就 是 以 -演算 为 框架 的 . 

从 语义 上 来 说 ,在 美国 著名 认 辑 学 家 ,计算 机 理论 学 家 D. Scott 于 1960 创建 了 Scott 
域 作为 4 演算 的 语义 之 后 ,利用 他 的 方法 ,人 们 先后 建立 了 相 空 间 , 紧邻 空间 等 模型 , 正 是 
在 这 些 语义 中 研究 i- 演 工 ,直觉 主义 勾 辑 ,系统 ,T 系统 等 形式 逻辑 系统 , 才 使 得 1986 年 
左右 线性 还 辑 得 以 建立 起 来 . 

简单 地 说 , 儿 -演算 就 是 表达 “ 代 人 ”或 者 “置换 ”这 一 数学 上 、 计 算 机 计算 中 最 简单 的 ,但 
又 是 最 普遍 的 运作 的 ， 

本 节 介 绍 宙 演 算 的 语法 及 其 语法 上 的 一 些 林 本 性 质 ， 

A- 演算 的 描述 

(1) 字母 表 

中 zi x21 变 元 

也 一 归 约 

翁 一 等 价 

中 4,),( 辅助 工具 符号 

(2) -项 

中 任 一 个 变 元 是 一 个 项 ， 

名 着 M,N 是 项 , 则 (MN) 也 是 一 个 项 ， 

归 若 好 是 一 个 项 ,而 x 是 一 个 变 元 , 则 (4x. MM) 也 是 一 个 项 

中 仅仅 由 以 上 规则 归纳 定义 得 到 的 符号 串 是 项 . 

(3) 公式 

名 轩 ,N 是 本 项 , 则 MM 一 N,M = N 是 公式 ， 

说 明 出 在 任 一 人 4 项 MM 中, 变 元 x 的 自由 出 现 的 定义 与 谓词 演算 中 的 公式 中 的 自由 
变 元 的 出 现 类 似 , 可 归纳 地 定义 ， 

凶 在 任 一 外 项 M 中 ,ax 的 控制 域 的 定义 与 谓词 演算 中 量词 的 控制 域 的 定义 类 似 , 但 
它们 是 相对 士 Ar 而 言 的 , 亦 可 归纳 定义 . 
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训令 ,NY 足 4 项 ,wr 在 .Mf 中 有 自由 出 现 , 阁 以 入 置换 MM 中 所 有 > 的 自由 出 现 (CM 
中 可 能 含有 - 的 约束 出 现 ),， 我 们 得 到 另外 一 个 不 项 . 记 为 时 rw 1]. 
征 一 个 全 项 的 子 项 亦 果 归纳 定义 ， 
t4) 理论 夺 演 算 的 公理 和 规则 组 成 
(T) Or ag ww 一 3TLrA (23- 归 的) 
DSM-M 
SSM-N NL—>M-N 
i aM MM > ZM > ZH 
(PNM MM MF MZ 
COM or Mar ay 一 Ar 
(1) DM M=>M= MM 
DM= MM=M=M 
SBM-N,N=L=>M=L 
Da M= Mw ZH = ZMH 
(py MM= MM = M7 
(二 一 Mr 
如 果 某 一 会 式 好 一 六 ,或 痛 杀 = 站 可 以 由 以 上 公理 推出 , 则 记 为 六 六 邮 -= NN, 4 
对 = 只. 一 个 人 项 对 中 不 含 任何 形 为 ((Xx，N;)N;) 的 子 项 , 岂 称 MM 是 一 个 范式 , 简 记 为 
n. 大, 如果 大 项 4 通过 有 穷 步 有 中 归 约 后 ,得 到 一 个 范式 , 则 称 M 有 n.f.， 没有 x.f， 的 
4 项 称 为 mm 太 
例 1 并 = 一 4z0z yz 则 和 一 区 0 yy) 一 yy. 2M 有 一 个 .了 .准确 地 
说 ,，M 等 价 于 一 个 于 大 ， 
例 2 2 一 Az, Crr)Ar, zz 则 时 一 jzr(zrhr (rT) = 了 H. 注音 到 加 的 闻 轨 约 内 
可 能 有 唯一 的 一 种 路 径 ,M 不 可 能 归 约 到 nf ,所 以 邮 是 *z 大. 此 4 项 在 4 演算 的 协 
调 性 研究 中 是 一 个 比较 经 典 的 项 ， 
经 典 的 人 演算 在 语法 上 主要 是 研究 项 在 各 种 归 约 下 的 变形 规律 的 . 以 下 介绍 两 个 基本 
的 定理 , 以 丰 表 所 有 的 本 -项 组 成 的 集合 . 
定理 8.1.1( 不 动 点 定理 ) ”对 每 一 个 FEA, 存在 ME4， 使 得 1 六 FMd 一 MM. 
证 明 倒是 一 个 变 元 ,而 且 不 在 下 中 出 现 . 由 于 尺 只 舍 有 穷 个 符号 ,而 字母 表 中 有 
无 穿 个 变 元 符 导 ,这 总 是 可 以 做 到 的 . 
定 革 名 二 Ax， 天 (Er 天宫 MM 一 wwy 则 有 A 二 ww 二 (Ar, Frar))w = F(aw) = 
FM. 
设想 一 个 4 项 民 , 含有 相当 多 的 形 为 (hx. N1)N;) 的 子 项 ,甚至 有 些 这 样 的 子 项 .在 
对 它 进 行 8- 归 约 前 Ni(r'N2) 之 后 ,产生 了 更 多 数目 的 这 样 的 子 项 . 例如 ,= 
47， (9322YTAY y). 这 说 明 , 即 使 在 对 有 站 大 的 情况 下 ,对 M 进 行 订 归 药 的 路 径 好 一 
一 可 以 是 有 乡 多 的 . 基 否 有 些 路 径 不 终止 呢 ? 或 者 是 将 可 能 得 到 不 同 的 
2. Af， 电 ? 以 下 的 Church-Rosser 定理 告诉 我 们 ;如 果 对 有 一 个 .ff，, 则 这 个 wn. f， 是 唯 -- 
的 ,任何 站 归 约 的 路 稳 都 将 终止 ,而 且 终 目 到 这 个 n. 了 .， 
定理 8. 1.2(Church - Rosser 定理 ) 如果、 六 好 = NN 则 对 某 一 个 2Z ,AM 一 
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并 且 414 广 六 一 了 

该 定理 有 等 价 定理 : 

定理 8.1.3(Diamond Property 定理 ) 如果 虹 一 1 好 一 As: 则 存在 某 一 2, 使 得 
NM 一 ZN 一 了 

证 明 先 证 这 两 定理 等 价 ， 

坟 若 村 一 NM 一 N,, 有 上 证 = 二 NM 一 Ns( 规 则 C1) 之 (1) ), 从 而 入 .= ww 册 
Church-Rosser 定理 得 证 ， 

二 由 Church-Rosser 定理 给 出 的 条 件 ,A 生 MM 一 六, 施 归 纳 于 六 邮 = NN 的 证 明 的 长 
度 . 唯一 的 公理 是 4M 一 MM. 由 规则 CL) 之 (1) 有 A 二 MM ,在 此 情况 下 ,使 用 Diamond 
Property 定理 , Church-Rosser 定理 显然 成 立 , 读者 可 以 仔细 检查 每 一 条 规则 ,例如 ,规则 
MM 二 NN 二 氏 广 M = 工 . 册 归纳 假定 ,3Zi, M 一 ZZ 同时 NN 一 21; Zi. N 一 2, 同 堵 工 
一 25. 于 是 有 六 一 ZN 一 Zs, 由 Diamond Property 定理 , JZ, ZZ 同时 Z,~> Z, 由 
于 一 是 传递 的 ,好 一 2 一 2 得 虹 一 2 了 工 一 DZ 一 2 得 并 一 2 人 .其 他 的 规则 的 归 
纳 证 明 类 位 . 

我 们 来 证 Diamond Property. 只 要 证 明 如 下 的 这 些 性 质 则 可 ， 

(DM M,N N= Gr. MN MLr/N |]; 

(IM M,N—zN = MN MN, 

(3) Mr M' = Ar 一 Ar M'. 

这 些 性 质 的 证 明和 锭 使 用 简单 的 归纳 法 及 情况 分 析 , 咯 . 


8. 2 Seott 域 


Scott 域 创 建 于 1969 年 左右 ,对 站 演 算 及 程序 语言 的 语义 研究 有 着 巨大 的 影响 , 语法 
使 得 人 们 或 机 器 可 以 机 械 的 完 或 计算、 推理、 知识 获取 等 工作 . 人 们 研究 形式 逻辑 的 模型 ,又 
是 为 了 了 解 和 和 掌握 形式 系统 中 的 人 们 原来 不 知道 的 东西 .如 果 从 哲学 上 看 ,形式 系统 就 是 理 
沦 ,而 模型 就 是 人 类 的 实践 的 世界 ,二 者 是 人 类 认识 进程 中 永远 相辅相成 的 两 方面 . Scott 域 
原来 是 作为 经 典 的 不 带 类 型 的 外 演 算 系 统 及 程序 语言 的 模型 提出 的 ,由 于 它 深 刻 ,丰富 的 
内 涵 , 完 全 可 以 作为 更 高 级 的 形式 系统 ( 例如 , 带 类 型 的 4- 演算 等 . ) 和 更 先进 的 计算 机 语 
言 的 模型 . 中 外 ,新 归 约 在 Scott 域 中 可 化 的 十 分 清楚 ,这 是 其 他 的 模型 所 没有 的 . 


8.2.1 序 关 系 


定义 821 全 (DD, 委 ) 是 一 个 偏 序 集合 . 这 里 石 是 集 侣 , 扫 是 序 关系 . 一 个 子 集合 

XCD 是 有 向 的 ,如 果 蕊 非 空 而 且 
Yr:y EX azEXzszeAyS>) 

定义 8.2.2 一 个 偏 序 集 合 (P, 委 ， 称 为 完全 偏 序 集 (ec.p.o), 如 果 以 下 两 个 条 件 成 立 ， 

(1) 万 有 一 个 最 小 元 素 , 称 为 了 上. 

2) 每 -个 有 向 集合 XC 局 都 有 一 个 最 小 上 界 人 Lu.b), 是 五 的 一 个 元 素 d, 满足 Yr 
所 入 ,sd W 用 任意 万 的 元 束 of ,如果 大 于 居中 的 所 有 的 元 迪 ;: 如 和 让, 这 个 
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lu.b 记 为 LX， 

定 光 8,2.3 令 记 ,D; 昆 两 个 c,p.o,，, 映射 :DD. 一 DD; 是 单调 的 ,如 果 4 和 一 glwu) 到 
gp). 是 连续 的 ,如 果 对 所 有 六 的 有 向 子 集 侣 其, FUX) = U(X)). 

定 半 .2.4 令 记 ,让 是 cp,o,， 

CD[D x 2,] 定 浆 为 由 了 五 到 部 :的 连续 函数 的 全 体 所 组 成 的 集合 . 

[2)》 YEELDT Dj] 时 六 EE 人 uiYAdED. Ra) & gtay. 

引 理 8.2.1 [ED 一 上 Dj] 在 定义 8.2.4 中 2) 所 定义 的 序 关 系 下 是 -个 cp o. .而 用. 
对 疡 -> 万] 的 鲜 一 个 有 向 于 集会 YdE DCUXYa) = Ugla): veEX). 

证 明 赂 . 

引 理 8,2.2 任 两 个 连续 函数 gp,y 的 复合 go 仍然 是 一 个 连续 函数 . 如 果 PE [LD 一 
Ds] [本 [Ds— D;] ， 那 和 六 ”名 后 LN -> D,]. 

证 明 控 常规 验证 即 可 ， 


.2.2 同 构 和 投影 


定义 和 .2.5 邻 Di, 也 :是 两 个 c.p,o0., 如 果 存 在 YE [D> D;], ELD Di], 使 得 
P= y= 
这 里 五 , 无 分 别 是 DD，，D: 上 的 代 等 映射 , 则 称 也 ,与 五 ,是 同 构 的 . 
定 光 82.1 令 DD， DD 是 两 个 c.p.o0. ;了 ;了 分 别 基 它们 到 自身 上 的 己 等 映射 ,由 五 ,到 
DD 的 -个 投影 是 一 函数 对 ‘iggy*. 这 里 PE LD 一 D;],yELD 一 Di], 使 得 
p= pl 
如 果 这 样 的 一 对 函数 存在 , 称 ig,y) 将 DD; 投 影 到 DI, 上. 
如 果 这 样 的 :个 投影 存在 , 则 净 , 将 同 构 于 万: 的 -- 个 子 集合 CD). 同 时 pg] )=_E€ 
Dp l= ED. 
定 多 8.2,7 
CN NU 这 里 N 是 整数 的 全 体 ; 两 两 之 间 无 序 关 系 ,但 所 有 的 n 守 ,这 是 
-个 最 简单 的 ec,.p,o,， 
【2) Dy= N* ,DD,_= DD,, D,). 


定 光 8.2.8 
(1) md) = ioE Ds. ad (YdED,) 
(2) fg) 一 中 人 (YgE Di) 
引 理 8.2.3 i%, 内 是 巾 六 到 也 的 一 个 投影 
证 明 早 . 


定义 8.2.9(n 阶 投 影 的 归纳 定义 ) 邻 n 宇 1,， 对 所 有 的 站 ED,, 所 有 的 gE741. 定 义 
RD = pe fe 
PB) = 
引 理 8.2.4 (有 %: 出 ) 是 内 记 ,.1 到 了 D, 的 一 个 投影 . 
证 明 了 蚁 . 
定 叉 8. 2 10tScott 域 忆 ,的 构成 . 是 出 所 有 的 无 穷 序 刘 万 一 《ce 组 
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者 的 集合 ,这 时 忠生 站 同时 Yd) 二 Wd 对 dE DD 定义 dd' 当 且 仪 当 Yn 字 
Old di ). 

定理 8.2.1 帮 . 是 浇注 算 系 统 的 一 个 模型 . 

该 定理 的 证 明 相 当 长 , 略 ， 


8.3 Gentzen 串 形 和 演算 


8.3.1 自然 推理 系统 


本 节 要 介绍 的 是 只 全 A,， =>，yY 三 个 还 辑 联结 词 的 自然 推理 系统 ,由 Prawitz 创建 . 
Prawitz 的 自然 推理 系统 十 直觉 主义 逻辑 的 一 部 分 ,特点 是 轴 辑 对 称 性 清楚 ,明确 ,从 某 个 
角度 说 是 Gentzen 的 串 形 演算 的 起 点 ;在 机 器 上 执行 方便 ,同时 真 值 在 推理 过 程 中 的 “ 传 
北 ”" 揭 示 得 非常 清楚 . 所 以 得 到 人 人 工 智 能 专家 的 重视 ， 

注意 到 在 证 明 论 中 ,自然 推理 系统 .Gentzen 串 形 演算 .线性 逻辑 等 系统 中 ,主要 的 对 象 
是 证 明 过 程 而 不 是 公理 系统 , 特别 要 注意 到 的 是 ,在 语法 上 一 个 推理 规则 的 一 点 点 的 增强 或 
考 减 弱 ,或 者 一 个 规则 的 删 队 ,都 在 本 质 上 (语义 上 .哲学 上 ) 导 致 巨大 的 差异 , 这 点 是 需要 读 
者 在 学 习 和 研究 的 实践 中 慢 慢 体会 和 理解 的 . 

在 该 自然 推理 系统 中 ,一 个 证 明 是 一 个 类 似 于 稍 形 的 图 ,可 能 有 -个 或 者 多 个 假设 ,或 
者 没有 假设 ,只 会 一 个 结论 . 

(1) 基本 概念 

我 们 将 使 用 形 为 


刀 
的 标记 来 代表 一 个 自然 推理 前 证 明 , 这 里 4 是 推理 的 结论 ,是 一 个 有 穷 树 的 根 . 该 树 的 “ 树 
叶 " 一 种 是 < 有 生命 的 ?语句 ,一 种 是 “无 生命 的 ”语句 . 
注 这样 的 表示 方法 在 欧洲 广泛 使 用 . 特别 是 近年 来 人 们 研究 线性 运 辑 的 证 明 网 络 中 
的 legal Path reduetion”,“regular path reduction” 以 求 一 个 “cut-free” 的 证 明 时 ,这 种 记 
号 系统 是 基本 的 设置 ， 
在 一 般 情况 下 ,在 一 个 自然 推理 过 程 中 ,一 个 语句 是 “ 活 的 ”, 如 果 它 在 整个 推理 中 起 . 
个 “前 提 ” 的 作用 , 比如 说 ,自然 推理 系统 的 第 -- 条 规则 是 
各 
矶 本身 是 “ 叶 " 也 是 根 ;从 你 辑 上 说 我 们 得 到 结论 4,， 因 为 我 们 假定 了 A. 
在 一 个 证 明 中 , 某 一 个 作为 “ 叶 " 的 语句 有 可 能 变 成 “无 生命 的 ”. 因为 菜 一 庄 甸 的 某 一 出 
现 , 在 证 明 中 已 经 不 需要 了 , 即 是 说 ,假定 工 是 一 个 代表 证 明 的 树 , 以 4 为 根 ,如 果 删 除 其 
些 叶 ,及 某 些 节点 ,得 到 的 子 树 仍然 是 4 的 一 个 证 明 , 那 么 ,可 以 认为 这 些 " 叶 ”是 “无 生命 
的 -- 个 典型 前 例子 ， 
(=>9| 入 规则 》 
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在 这 个 证 曙 中 , 刀 上面 虚线 中 有 某 一 个 4 的 出 更, 已 经 构成 了 4 下 的 址 明 ,; 因 市 _Ai 已 
经 不 需要 了 .在 计算 机 执行 的 形式 证 明 中 ,对 这 伴 的 已 失效 的 前 担 作 记 录 是 十 分 重要 的 ， 
(2) 排 理 规则 


:1. 前 如 去 
2 导入 规则 
a. 由 怪人 b. 之 导 人 ce 导入 
[LA] 
A BB A 
六 AB B Ya, 4 
各 一 于 
人 消除 规则 
a 太 1 应 除 b. 太 2 消除 
AAB A 
| B 
c， 汶 消除 d. 消除 
二 ”4 二 加 Ya, A4 
B ATi/a | 


(3) 自然 推理 系统 的 可 计算 语义 

将 定义 … 些 代数 运算 ,与 以 上 列 出 的 规则 一 一 对 应 ,然后 定义 代数 项 . 此 框架 下 的 代数 
运算 完全 与 自然 推理 的 证 明 过 程 “ 同 构 ”, 这 就 是 著名 的 “Curry-Howard 同 构 ” 

中 定义 

a, 由 -个 假设 组 成 的 一 个 推理 ((2) 中 的 第 -- 条 推理 规则 }) 以 一 个 变 元 x 代表 ， 

b, 假定 一 个 推理 的 最 后 -- 步 是 AT 它 前 面 的 两 个 子 推理 对 应 于 w[xuyxzsrw zs] 以 及 
zyay 那么 该 推理 对 应 于 序 对 函数 《8[eiyrseyro]，ub[Lrioziyesr] 》， 

ec 对 应 于 推理 规则 A 1 :消除 ,假定 在 这 推理 步骤 之 前 的 子 推理 是 红 riyzs ro 出 
上 :由 函 数 一 定 是 -个 序 对 函数 ,那么 令 和 1- 消除 对 应 于 函数 mtG[Lzrizr yz])，zr 胰 第 
… 变 日 扫 影 函数 , 即 h(x; .2s) 一 .同样 ,与 A2- 消 除 对 应 的 函数 应 是 总 函数， 

d， 过 引入 规则 . 如 末 vw 是 些 规则 上 面 的 子 推理 对 应 的 项 (或 耻 数 ) ,如果 4 是 已 经 * 失 
仇 了 ?的 前 提 . 那 么 w 的 形式 应 是 p[rzivrzoyro], 这 里 了 是 对 应 子 4 的 变 元 .那么 ,将 
规则 对 应 为 hz. wx. 

e. 之 消除 规则 . 有 了 两 个 项 站 as ar 分 别 对 订 于 上 面 的 两 个 了 
狼 辑 . 给 定 rz eses 的 值 . 及 让 4 到 万 的 随 数 ,而 是 二 的 -个 元 丈 , 所 以 it) 是 在 
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中 的 ,那么 
[ry sa sa HL Ts ,| 

应 该 是 表达 = 消除 规 旭 的 项 . 

由 定义 a 至 e， 有 基本 等 式 

a, KIlHv) = 

hb. rx,w) = 

Ce 《ET = 

d, Caz.v) = vrir)] 

ez 二 如 果 过 在 :1 中 不 是 自由 变 元 . 

加 举例 ,给 出 逐 辑 与 代数 计算 的 一 一 同 构 对 应 ， 

例 1 


AAMB 


等 价 于 推理 A 


x xy) = rd 


例 2 
[4] : 
A 
: _B 
A A=8B B 
i 等 价 于 推理 


左 迪 的 函数 为 (hx, vriyj utr) 二 v(u(zr),y), 

右边 的 沙 数 为 vtutz),y)} (请 自行 验证 ). 

工 代 表 4, 了 代表 BB. 

(4) Curry - Howard 同 构 

已 看 到 自然 推理 的 推理 证明) 与 函数 项 之 间 的 一 一 对 应 关系 ,对 以 下 定义 -- 个 结构 式 
形式 的 类 型 项 的 集合 来 说 ,将 成 为 自然 推理 的 所 有 推理 的 集合 及 这 个 项 的 集合 之 间 的 -个 
同 构 , 这 就 是 著名 的 Curry - Howard 同 构 . 

中 类 型 

a 原子 类 型 了 ，…， 了 ,是 型 

b. 如 果 六 7 是 型 , 则 已 一 了 .六 XV 是 型 , 

c， 只 有 由 ab 归纳 定义 出 来 的 对 象 是 型 . 

也 项 

每 - -个 证 明 将 成 为 一 个 项 . 具体 地 说 ,4 的 -- 个 证 明 将 成 为 型 为 4 的 一 个 项 ， 

4， 变 元 cf x1, ，X! 是 型 为 本 的 项 . 

b， 如 果 wyw 分别 是 型 为 U,V 的 项 , 则 tusvu} 是 型 为 LXV 的 项 ， 

c. 若 4 是 再 为 已 XY 的 项 , 则 0), xrs(1) 是 项 ,型 分 别 为 LV. 
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d, 若 ” 是 型 为 VW 的 硕 , 是 一 型 为 5 的 变 元 , 则 Ari.v 是 型 为 忆 一 下 的 项 .5 那么 , 约 
束 变 元 对 应 于 证 明 中 “失效 ”了 的 前 提 ;) 

e， 若 7 点 基 项 ,它们 的 型 分 别 是 一 下 及 UU, 则 tx 是 -- 型 为 V 的 项 ， 

依 (3) 之 省 只 需 将 变 疮 带 寺 它们 相对 应 的 型 即 可 . 


8.3.2 Gentzen 串 形 演算 


Gentzen 关于 一 阶 逻 辑 的 串 形 演 算 被 愉 为 是 对 逻辑 的 对 称 性 的 最 漂亮 的 刻画 . 事实 上 ， 
Prolog 语言 晤 叫 形 演算 的 一 个 子 演算 演变 而 来 . 同时 ,在 自动 定理 证 明 中 的 “表格 法 ”也 是 
源 出 于 串 形 演算 ， 

但 是 从 算法 的 角度 来 看 ,一 般 的 串 形 演算 并 没有 Curry - Howard 对 应 . 这 是 因为 在 -… 
般 申 形 演算 中 ;同一 个 证 明 可 以 有 多 种 方法 写 出 来 . 自然 推理 系统 当然 是 它 的 一 个 子 系统 ， 
直觉 主义 逻辑 也 是 它 的 一 个 子 系统 . 在 Gentzen 的 系统 中 ,找到 一 个 带 多 个 结论 的 自然 排 
理 系 统 以 其 束 描 述 并 行 计算 ;是 一 个 很 有 意义 的 探索 方向 ， 

(1) 规则 

一 个 串 形 是 形 为 41 片 B81 的 一 个 表达 式 .这 里 A!、B! 分 别 是 公式 的 有 窃 序 列 41, 4,， 
Bn 该 表达 式 的 直觉 解释 为 由 44 人 A 2As 太 -… 信 A, 可 推出 析 肥 式 BV BB; 
V…yVB 特别 是 

a， 如 果 44! 是 空 集 , 则 号 VB YVES 是 一 个 可 证 公式 . 

Ph， 和 如果 A1 是 空 集 , 而 B! 只 会 一 个 公式 B, 则 B 可 证 . 

c. 车 号 ! 是 空 集 , 则 4 Ad 上 4 的 人 骆 定 可 证 . 

d, 若 41 及 五 ! 都 是 空 集 , 则 意味 着 矛盾 出 现 . 

(恒等式 

a. 对 任意 公式 局 ,CFC 称 为 恒 等 公 理 ， 

b, eaut 规则 


Al -CC, BI! A!1, CFB'! 
Al, A'!1 FB!1, B'! 


Cut 


也 结构 性 规则 
a, 变 位 规则 


At, CD, A'! -8B! y A B,C, D, Bl 
Al, DC A BI AB', DD,C,B' 


RX 


b， 弱 减 规 则 
A4A! 二 BI 
A!, CHB! 


A! BI! 


LW, At FC, B 


RW 


ce. 收缩 规则 
本 1 CC, C,H BI ,, 41 FCC, Bi,,,. 
AI, CEB I -Al FG. Br RC 
对 这 些 规则 的 重要 性 ,人 们 几乎 是 近年 来 才 发 现 . 可 以 说 ,线性 逻辑 的 是 对 这 些 结构 性 
规则 的 修改 和 删除 相 建 立 起 来 的 . 
人 逻辑 规则 


* I21l* 


a， 耕 定 规 划 
和 4! C8! 一 A CE! BR 一 
A -CB ? AA!l -CC, BI 
b. 合肥 规则 
AlC BI! A1. DBi , 
CADEEBITIA A CADELBIl2A 


ECB A!, PFD.Bipn 
A A 1 FOAD, BB 


c,， 析 职 规 则 
Al, CFB! 41,DEB! 
A ATT .CVDHFB!, Bi! ~ 


A! FFC, Bl A! FD, BI 
A! FCYVD, Bl A! FOVD, BI 


RlY,， 有 2 VY 


d. 切 涵 规 则 

Al FOB! Al1l, DEB'! 

Al, A'!l, CD BI!, B') 
es. 全 称 量词 规则 

A!, Ciar/a] FB! yy, _A! EC, Bl 
Al.Ya CHBI ”41 Ye, BI! 
在 RY 规则 中 ,a 在 4!1,，B1 中 没有 自由 出 更. 

f. 存在 量词 规划 


A1, CFD, BI 
"A! FC=SD, BI 


[一 R= 


RY 


Al, CE? Al Cla/al], B! 
及 1,30, CCH-B! A!l 4#a. C. Bi, 

在 [3 规则 中 ,a 在 A1,B! 中 没有 自由 出 现 . 

说 明 

山 Gentzen 的 串 形 演算 系统 与 任何 形式 的 经 典 请 词 演算 系统 是 等 价 的 , 它 的 特点 是 天 
达 自 然 , 所 以 有 时 人 们 也 称 它 或 者 它 的 某 种 变形 为 “自然 推理 系统 ”, 但 这 一 类 串 形 推 埋 系统 
与 8.3.1 介 绍 的 自然 推理 系统 是 不 岗 的 ， 

池 串 形 演算 有 很 好 的 对 称 人 性 ,或 者 说 , 它 将 运 辑 的 对 称 性 描述 得 很 清楚 . 读者 比较 各 组 
规则 即 可 以 发 现 这 一 点 . 

也 在 8.3,1 中 介绍 了 自然 推理 系统 的 Curry-Howard 对 应 , 同时 也 可 以 将 自然 推理 系 
统计 应 到 串 形 演算 的 某 一 部 分 中 . 或 者 反 过 来 说 , 串 形 演算 的 其 一 部 分 ,与 8.3,1 中 的 自然 
推理 系统 同 构 . 由 Curry-Howard 同 构 , 自然 推理 系统 中 的 每 一 个 证 明 与 -个 带 类 型 的 妃 
项 对 应 , 由 Church-Rosser 定 埋 , 等 一 个 包 项 ,如 果 有 范式 , 则 范式 是 唯 .的 . 又 由 Curry- 
Howard 同 构 , 自 然 推理 系统 的 正规 化 是 说 每 一 个 自然 推理 系统 的 一 个 证 明 都 等 价 本 个 
个 带 " 已 失效 "的 前 提 的 证 明 , 这 就 是 著名 的 自然 推理 系统 中 的 normalization 定理 . 

吊 由 名， 既然 自然 推理 系统 是 串 形 演算 的 -部 分 .自然 推理 系统 的 normalization 能 
以 什么 样 的 形式 扩充 到 串 形 演算 中 呢 ? 这 就 是 著名 的 “Hauprsatz”, 也 称 “cut elimination”， 
陈述 出 来 ,就 是 著名 的 Gentzen 定理 : 在 埋 形 演 竺 中 ,对 每 一 个 证 明 <， 都 存在 与 r 等 价 的 
一 个 证 明 一, x 中 未 使 用 cut 规则 ， 

(2) 开 觉 主义 的 趾 形 猎 算 
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点 觉 主 艾 涵 辑 .或 者 构造 性 避 辑 , 技 本 盾 是 不 接受 排 中 律 ,或 者 狂 慎 人 律 :对 任何 -个 断言 
了 ， 或 首 由 为 真 ,或 者 一 导 为 中 , 别 无 其 他 选择 .但 在 现实 世界 中 ,一 个 断言 ,比如 "这 抉 木 
板 吓 绿色 的 就 有 多 种 可 能 性 , 在 这 个 筷子 中 ,原因 在 于 不 可 能 对 “绿色 ”这 个 概念 一 个 明确 
的 界 眼 .在 语文 上 说 .假定 [是 个 模型 , 任 给 一 个 公式 :zz 是 唯 … 的 自由 变 元 , 任 给 
上 中 的 一 个 死 寄 ， 经 典 届 和 辑 认为 ,或 者 4Cce ) 为 真 ,或 者 一 4tc) 为 真 .但 实际 上 ,有 些 元 
素 . 我们 日 前 或 者 水 远 不 知道 .1( ce ) 为 真 还 是 为 要 . 

自觉 让 义 人 逻辑 认为 ,推理 的 前 提 , 必 须 志 经 确定 为 真 的 那些 断言 ,或 者 说 .必须 是 拖 些 已 
丝 证 明了 的 断言 , 如 果 要 让 上 明 思 , 使 用 一 4,， 导出 矛盾 .从 而 4 得 证 ,这 是 人 人工 的 ,不 自然 
的 . 除非 我 们 验证 了 一 切 可 能 的 情形 ,发现 4 都 不 威 立 , 才 说 -4 得 证 . 反 过 来 .即使 我 们 验 
证 了 所 有 的 可 能 情况 , -人 4 都 不 成 立 , 此 时 也 只 能 得 到 一 4, 在 自然 主义 逻辑 系统 中 ，4 
与 ' 一 4 是 椒 等 价 的 ， 

在 经 典 的 一 阶 形式 推理 系统 中 , 子 盾 律 表达 为 


车 .一 如 一 瑟 ” 同时 ,一 本 “8, 则 一 有 4， (1l*) 
市 在 日 扒 主 义 推 理 系统 中 .此 推理 规则 被 减弱 为 两 部 分 ， 

车 开 , 4 广 互 ,同时 工 4HF -五 , 则 了 工 F 一 4. (2%) 

车 .| 一 B, 同 时 芋 ,| 一 B, 则 三 可 推出 性 一 4， (3x) 


(1x*) 与 (2%) 十 (3x) 的 区 别 从 语法 上 很 难 理解 . 建议 读者 首先 尝试 证 明 (1* ) 成 立 则 
(2*x)3x) 成 这 :然后 参阅 关于 Kripke 模型 的 文献 ,使 用 Kripke 赋值 ,很 容易 构造 一 个 
Kripke 模型 ,其 中 (2 *) 二 (3*) 是 有 效 的 ,但 (1 x 》 却 不 成 立 . Kripke 模型 的 构造 的 主 
紧 思 想 是 天 是 一 个 集合 ,RR 是 天 上 的 一 个 偏 序 , 开 的 每 一 个 元 素 vv 代表 对 部 分 正 原子 命题 
的 真 值 指派 . 得 不 立即 指派 真 值 给 原子 公式 的 理 定 ,对 -- 个 原子 命题 ,vw 指派 真 值 给 一 6， 
仅 当 对 所 有 的 4 之 vs,w 对 都 没有 指派 真 值 . 这 正 是 哲学 思想 的 数学 实现 , 从 这 个 赋值 定义 ， 
读者 也 能 多 少 理 解 为 什么 (2* ) (3* ) 不 能 推出 (1 x ). 规则 (2* ) 在 Kripke 赋值 中 的 
有 效 性 可 解释 为 如 果 对 所 有 的 模型 ,给 王 中 的 每 一 公式 指派 的 都 是 真 , 同 时 给 4 指派 的 也 
起 盐 , 则 BB 及 一 B 孝 取 真 ,这 是 不 可 能 的 . 所 以 ,对 每 一 个 模型 ,如 果 对 三 指派 的 都 是 真 ,4 
都 不 取 真 ,那么 我 们 可 以 断言 . 当 仿 都 取 直 的 时 候 , 按 一 A 的 Kripke 赋值 的 定义 ，- 4 一 - 定 
取 真 . 

如 上 所 述 , 菇 从 语法 上 理解 不 同 的 逻辑 系统 5 上 足 特 在 语义 上 ,哲学 解释 上 的 巨大 差异 是 
很 明显 的 ?不 是 一 件 很 容易 的 事 . Gentzen 的 串 形 演算 的 优点 之 一 就 是 要 在 其 逻辑 框架 下 描 
述 直觉 主 头 的 网 辑 系 统 就 十 分 简明 ,清楚 . 

直觉 主义 的 串 形 演算 系统 中 ,接受 同样 的 恒等式 CFC,C 是 任 一 公 不 , 任 一 8.3.2 中 
(1) 的 规则 ,必须 加 上 一 个 限制 ; 任 一 规则 , 它 的 前 提 含 -… 个 或 者 两 个 捉 形 , 而 串 形 的 右边 只 
允许 售 最 事 一 个 公式 ,读者 可 以 党 试 按 这 个 规定 逐个 将 规则 改 生 成 直觉 主义 的 逻辑 推理 规 
划 . 注意, 有些 规则 是 不 可 能 改写 的 ,此 时 只 能 废除 该 规则 . 例如 结构 规则 中 的 RX.RC 就 必 
须 废 除 . 另外 ,还 辑 规 则 中 的 LY 应 写成 

ALCHFB A'!, DEB 
A A CV DI-B 
《结论 中 只 会 -个 B, 市 不 是 两 个 BB )， 


LY 
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8.4 线性 逻辑 


在 Gentzen 的 上 捉 形 演 算 中 ,结构 性 规则 包括 弱 减 及 收缩 ,简单 地 说 ,如 果 将 这 两 条 规则 
去 掉 , 就 导致 了 线性 昌 辑 的 建立 .线性 逻辑 是 在 1986 年 左右 ;由 法 国 多 辑 学 家 ]. 站 .Girard 
创建 的 ,被 江 为 基 证 明 论 中 的 一 个 里 程 碑 . 在 语法 上 的 一 个 重要 特征 是 该 逻辑 中 的 任 一 证 明 
中 的 任 :前提 4, 在 证 明 中 仅 使 用 了 一 次 . 当然 它 还 有 许多 时 辑 上 ,或 计算 机 科学 理论 上 重 
要 的 特性 ,比如 让 明 网 络 等 , 至今, 人们 已 对 线性 逻辑 作 了 大 量 的 .深入 的 研究 ， 

先 介绍 它 的 语义 , 可 以 说 ,线性 逻辑 的 发 现 ,是 从 对 它 的 语义 一 一 近邻 空间 一 一 的 研究 
中 得 到 的 . 


8.4.1 近邻 空间 


定 光 8841 一 -个 近邻 空间 天 且 一 个 集合 | 苹 |, 它 的 元 素 称 为 源 子 . 匀 二 《i'X|. 泌 ，》 
其 中 污 是 | 其 | 上 的 一 个 自 反 的 ,对 称 的 二 元 关系 . 任 纵 二 元 素 x,y € | 其 |， 为 了 强调 .r，y 
的 近邻 关系 是 在 近邻 空间 总 中 的 关系 ,有 时 写成 :a 汪 mod 天 上 | 开 | 的 一 个 子 和 集合 a 称 
为 苹 的 一 个 团体 ， 如 果 = 中 每 两 个 元 束 都 有 近邻 关系 . 记 为 a 之 苹 , 如 果 我 们 将 * | 王 | . 渤 ， 
看 作 一 个 图 ,也 可 以 称 它 为 区 的 网 络 图 . 

除了 近邻 关系 汪 之 外 ,可 以 定居 以 下 的 | 天 | 上 的 关系 ， 

严格 近邻 ”x 一 y 当 且 和 弘 当 x 污 同时 二 天 yi 

非 近 邻 ry 当 且 仅 当 一 (位 了) 

严格 非 近 分 人 一》  ” 当 且 私 当 一 (zx 活 3 

定义 .4.2 令 六 是 一 个 近邻 空间 ;XX 的 线性 否定 空间 , 记 为 XX- ,满足 

(1) |X+|= |X|; 

(2) xz 渤 yy [mod 六- ] 当 且 私 当 x 全 yy [mod 光 ]. 

读者 可 以 自行 验证 六: 二 X. 

定义 B44.3 对 任 二 近邻 空间 半 , Y ,以 乘法 建 接 词 名 ,于 ,， 他 分别 定义 由 匡 ,Y 产生 
的 一 个 新 的 近邻 空间 Z, 这 里 ”|Z| 二 | 区 |X1Y|; 近邻 关系 分 别 为 

fl (ry 和 (zy) Lmod 区 切 了 当 且 仅 当 z 工 渤 zfmod X] 并 有 yy 泛 yj[mod Y]; 

(2) (ri [mod 区 二 站 ] 当 且 梭 当 x ~ 一 xi[mod 三 ] 或 者 y 一 ny[ mod YY ]; 

(3) (zy (ri) [mod 及 下 YY] 当 且 仅 当 x 渤 ri[modY] 蕴 池 y~— Lmod Yl]. 

直 宇 尺 , 可 获得 等 式 

(1) De Morgan 等 式 【大 多 了 了) 一 一 大 二 YY (XR fFY})- = Xi@Y. ,外 Y= 
区 -二 了 

(2) 交 摘 问 枸 XYY 名 XX LYY EX: 和 全 下 二 了 卡其 上 

(3) 结合 同 构 天 岛 (Y 候 DIS( 居 多 了 ) 候 XECY fT TYIfZ XT(Y 
IIAX HOYIPTZ XR PY LZIS(X YItZ. 

定义 8.4.4 在 同 构 的 意义 下 ,存在 一 个 唯一 的 近邻 空间 , 它 权 含 一 个 元 束 0 ,该 空间 
是 月 对 侦 的 ( 它 的 线性 特定 空间 就 是 它 自己 ). 在 语法 上 引入 两 个 常 硕 1 和 + ,将 这 两 个 常 项 

* 124。， 


部 对 应 到 这 个 特殊 的 近邻 空间 上 :形式 公理 1- = , -二 1 在 这 个 空间 上 是 成 立 的 . 问 时 ， 
这 个 空间 对 乘法 联结 词 是 中 性 的 :对 任 一 近邻 空间 蕊 , 乱 芍 1 三 其 ,和 上 (三 天 ,1 富 总 = 
XX TX-, 

定 光 8.4.5 任 给 近邻 空间 于 ,了 , 对 加 法 联结 词 由, 名 .分别 定义 -个 新 的 近邻 空间 
7， 7 = | 二 |Y!:= 六 XX{0; UY'x11}),; 同 时 

《1 Cr 0 和 Cr,0) [med2Z] 当 有理 仅 当 > 美 zxmod Xj]: 

(2 7 (1 [med 2] 当 且 权 当 ;和 汪 vy [mod 了 

(C3) (x0) — (Cy;1) Tmod XEY]; 

(dr 0 一 (yy 1 mod XY]. 

类 似 地 有 等 式 

(1 De Morgan 等 式 ( XYY -二 六 YX8&YT)- = X- OY-; 

(2) 交 撞 同 贩 荐 名 区 汪 YOX,; XB&Y SY&X; 

(3) 结合 同 构 站 中 (Y 巾 27 (XDYD) 中 2; X88AY&Z2)3 (XEY CZ: 

(4) 分 配 同 构 人 人 ( 呈 ZI 人 D(X 多 2) 和 LTBZISCR TYEX 了 2) 

KX TTS 了 了) 区 ( 2); (XOTIT Z SX TP TE(Y ® 7). 

定义 8.4.6 类 似 于 定义 8.4.4, 同 样 存在 唯一 的 一 个 近邻 空间 , 它 的 网 络 图 是 空 集 , 它 
是 自 对 偶 的 , 它 将 成 为 常 项 了 与 0 的 指派 .对 中 , 六 也 是 中 性 的 :关中 0 主 革 ,XT 三 久别 
外 ,对 十 乘法 联结 词 , 并 有 

XOO0SO0, KTET,0PF XT, XTSET. 


38. 4.2 线性 串 形 演算 


a， 恒等式 及 否定 规则 


Fa, A (dentity), 上 DA Fa etcut) 
b. 结构 规则 
三 声 (是 全 的 任 一 置换 ) 
c， 逐 辑 规 则 
ET -= (one), 天 (false) 
了,A 上 B. 瞩 7 了 ,A,B 


— TA B.A Atiimes), FF AFB TBDar) 


Prue), ‘no rule for zero) 


— rT, AEB Cwith), eft plus) 
TB ,. 
EADS ht plus) 
| (of course), weakening) 


_ 工 | ， a | . 
(dereliction}, a {contraction) 


六- 到 ， ? a 
已 了 (ior all: is not free in 广 )， 全 人 ttherei is ) 
语法 此 前 


(1) 线性 逻辑 有 四 个 常 项 1，` ; 了, 0. 逻辑 联结 词 是 会 ,上 ( 彝 法 联结 词 ),4 YB 是 公 
式 A- 上 B 的 简写 . 字 ,&. (加 法 联结 词 ). 对 原子 公式 ar, 等 等 ,它们 的 线性 否定 是 事 
先 给 定 的 pp .9 :ro 但 苦 44 是 一 个 复杂 公式 ,A4- 仅 只 是 简写 ,比如 (4 加 吾 六 只 是 4- 
土 上 -的 简写 ， 而 北林 是 因为 该 两 公式 在 线性 逻辑 系统 中 是 人 逻 辑 等 价 的 . 归纳 简写 方法 见 
一 节 的 关于 各 ,二 ,加 ,8 的 De NMorgan 等 式 ， 

(2) 1.? 呈 模 态 联结 词 . 1 一 of courses? -- why not， 

(3) 以 上 罗列 的 推理 规则 中 ,去掉 带 模 态 联结 词 :'，? 的 规则 ,余下 的 部 分 则 构成 线性 
谓词 绅 彤 汝 算 , 如 果 再 去 掉 带 量词 Y,, 再 余 十 的 部 分 就 是 线性 命题 串 形 演算 . 这 和 是 线性 还 
辑 的 核心 部 分 .经 典 的 命题 演算 中 含有 如 此 结构 优美 的 -个子 逻辑 系统 ,是 令 人 惊讶 的 ， 


8.4.3 线性 命题 串 形 演算 在 近邻 空间 中 的 语义 解释 


从 近邻 空间 语 六 中 将 看 到 线性 逻辑 的 优 姜 结构. 这 里 只 考虑 命题 演算 部 分 , 令 pp, 4， 
"，* 是 原子 命题 . 对 每 一 个 原子 命题 ,我 们 指 儿 一 个 近邻 空间 : 户 ， 和， 由 会 式 的 归 
纳 定 义 , 它 们 正好 对 应 于 8.4.1 中 的 近邻 空间 的 “ 算 子 ”: 对 任意 的 近邻 空间 久 , ,早已 有 
XY YY 的 定义 ,所 以 , 任 一 公式 有 4 在 原始 指派 下 ,对 
应 于 一 个 唯一 确定 的 近邻 空间 . 阳 将 这 个 对 应 扩充 到 串 形 及 推理 规则 的 每 一 执行 过 程 , 最 吞 
扩充 到 每 -- 个 证 明 上 ， 

定义 8 和 4.7 假定 三 了 (= 三 4 A,) 是 -个 串 撒 ,对 每 一 个 全 中 的 公 不 二 
4 时 已 经 指 猜 了 的 近邻 空间 , 串 形 广 六 对 应 的 近邻 空间 (~ 『) "定义 为 

(| = A XIA | x | 

C2) root yy ry 当 且 仅 当 jj x yj 

注意 天 近邻 空间 (上 了 六 就 是 近邻 空间 A7 上 A 二 全 A. 

现在 给 出 演算 系统 中 的 任 - 证 明 在 近邻 空间 中 的 解释 : 若 z 旦 一 个 证 明 过 程 ,( 从 公理 
串 形 开始 ) 它 的 结论 是 广 二 (通常 对 也 仅 含 一 个 全 起 的 情形 感 兴趣 ).x" 将 是 CH 中 前 
一 个 团体 . 

首先 请 注意 公理 本 身 是 自己 的 证 明 . 

定义 8.4.8 

(1) 恒 等 公 理 上 4，4 对 应 于 集合 fxx ix EA'.), 

(2) cut 规则 僵直 是 上 六 4 的 证 明 ,A 是 厂 和 14 的 证 明 , 通 过 eut 规则 ,我 们 得 到 
的 串 形 是 一 古 , 4. 这 形成 三 厂 ,3 的 证 明 p, 记 住 x ,分别 是 (一 请 ， 4) (4, 一 A) "的 
团体 :Bp' 应 是 全 厂 ,A) 的 团体 ,p' 定 义 为 {BB' ;jz (Px Er AzpP'EX')), 这 里 8: 六 分 别 
是 (HH 六 下 和 -2) 的 元 素 . - 

(3) 受 换 般 旭 ”若是 | 本 的 一 个 让 骨 , 天 是 己 中 成 员 的 位 置 交 换 希 困 . 由 此 产 牛 的 
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一 了 的 证 明 pp 对 应 的 团体 六 一 1909)3:8 是 该 位 置 交 换 ,3EGx 
简单 验 广 《10,22,03) 中 的 集合 pp’ 都 是 对 应 的 近邻 空间 的 团体 . 只 要 证 明 六 中 的 天 
索 两 两 部 有 近邻 美 系 , 情形 (1) ;注意 到 任 绽 两 个 元 素 串 zx 此 yy，, 根据 定 义 , 若 了 与 了 在 
中 不 是 近邻 的 , 则 它们 一 定 在 (A-})" 中 是 近邻 的 ,所 以 p' 在 4" 上 (4-)' 是 -个 奢 体 . 
情形 (2) 任 给 两 个 串 形 B88' .ou Ep"， 普 它们 使 用 的 联结 元 素 = 是 不 同 的 ,假定 是 ,zz， 
则 = ,zz 在 其 中 一 个 情形 4 或 者 (4) 必定 是 不 近邻 的 .因而 或 者 及 与 近邻 ,或 者 有 与 
近邻 ,从 而 了 与 ae 近 健 . 若 阅 一 =z， 由 归纳 假设 .3z, 与 有 z 基 近邻 的 ,由 此 可 推出 8 与 
2" 是 近邻 的 :从 而 B8 与 aa' 是 近邻 的 . 情形 (3} 容 易 ， 
用 一 个 稍微 复杂 的 归纳 证 明 ,可 以 知道 ,实际 上 ,在 情形 (2) 中 的 xz, 如果 8 及 六 确定 
了 ,= 是 唯 -的 .注意 到 人 不 最 某 本 的 情形 ， 即 (1) 中 ,p' 的 元 素 都 具 xz 的 形式 , 这 就 决定 了 
z 的 唯一 性 . 
定义 8%.4.9 对 于 所 有 其 他 的 规则 ,给 出 以 该 规则 为 “最 后 使 用 了 的 规则 ”的 证 明 p' 的 
近邻 庄 儿 .同样 5" 必定 是 一 个 团体 ， 
(1) 公理 三 1 解释 为 特殊 的 近邻 空间 1 的 范 体 101. (0 是 队 一 的 那个 元 塞 ). 
(2} 公理 厂矿 ,了 解释 为 空间 (一 了 ,他 六 的 空 团体 ， 
(3) false 规则 令 z 是 刻本 的 证 明 ,p 是 广 栈 ,的 以 该 规则 结尾 的 证 明 , 则 定义 p= 
1P0; Er 
{4) par 规则 x 是 三 古 , 4,，8B 的 证 明 ,p 是 刻本, A 江 5 的 证 明 ,; 则 pp" 一 {8(y,z) | 
Pyz 人 EA" }. 
(5) times 规则 x 是 三 古 , 4, 4 是 矿工 , B 的 证 有 明 ,wp 是 矿工, 4 名 8 的 证 明 , 则 名 
= iyre)a: PyE nx , zat Aa" }, 
(6) lest plus 规则 令 x 是 矿工 ,44 的 证 明 ,p 基 一 - 厂 , A4 合 B 的 证 明 ; 则 pp' 一 {80x 
站 yy 和 区 上 
(7) right blus 规则 令 x 是 三 荆 , B 的 证 明 ,p 是 证 ， 4 和 BB 的 证 明 , 则 oo 一 :8 
(yr 1) By 人 EEN"), 
48) with 规则 是 三 耳 , 4,4 是 三 古 ,上 8 的 证 明 ,w 是 王 本 A8.B 的 证 明 , 如 "= 
‘PD By Er Upty,1); ByEA}, 
该 者 可 尝试 验证 每 一 条 款 中 定义 的 六 都 是 要 应 近邻 空间 的 团体 . 
定义 8.4.10 令 长 ,了 是 近邻 空间 ,由 其 到 Y 的 映射 下 是 线性 的 ,如 果 
(1) 车 4C 革 则 Fta}CY, 
(2) 若 山 5 一 a 守则 Fla) = UF(,). 
(3) 苛 a pC XX 则 Fal b) = F(a)N FY. 
定义 8.4.11 
(1 对 任 :由 藕 刘 了 的 线性 映射 ,定义 trtE) 和 志 基 习 节 ( 称 为 下 的 迹 ,tracey trl) 
二 
(2) 对 任 一 4 元 守信, 定 闵 线性 一 数 4(.) :和 *7 ， 
苗 2 CA 则 4 一 yz 和 woryyyEd | 
定理 8 4 1 存在 邯 定 的 全 体 财 体 之 集 与 由 习 到 了 的 全 体 线性 映射 集 之 间 的 
1 上 有 映射. 
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证 了 明 只 要 证 明 trtCa(.) 二 和 帮 以 及 tftF)(,) 二 下 即 可 .这 是 一 个 按 定 义 条 款 直 接 
验证 的 证 明 . 读者 可 尝试 自行 作出 ， 

说 明 

(1) 关于 线性 好 辑 的 协调 性 和 完备 性 ,通常 是 用 相对 简单 一 些 的 相 空 间 语义 作出 来 的 . 
证 明 思 路 与 大 部 分 的 形式 罗 辑 系统 的 协调 性 和 完 兰 性 证 明 相 类 似 . 

(2) 近邻 空间 语义 主要 揭 孙 出 线性 逻辑 的 证 明 自 身 结 梅 的 完美 性 :ay 每 一 可 证 公式 
4 的 证 明 , 是 4 的 语义 结构 4 "中 一 个 特殊 的 子 集 zx" ,~ 个 团体 ). tb) 一 个 形 为 4 祝 8B 
的 公式 的 证 明 , 对 应 于 由 4" 到 二 "的 一 个 线性 映射 “线性 逻辑 "的 名 称 由 此 而 来 .4c) 重 要 
之 处 是 要 证 明 一 个 公式 4, 在 公式 4 内 部 所 售 的 信息 资源 中 寻找 即 可 ,不 用 外 部 资源 . 这 
可 以 拿 经 典 命 题 逻 辑 中 的 语义 判断 作 一 个 比较 , 令 4 是 一 个 CNF, 会 个 文字 ( 一 个 文字 
是 一 个 原子 命题 或 原子 命题 的 否定 ), 为 了 在 赋值 意义 下 证 明 A 是 永 真 公式 ,从 理论 上 说 ， 
需要 2" 个 长 度 为 的 ,由 10,1} 组 成 的 序列 ,而 4 在 每 一 个 序列 上 都 取信 1,， 这样 才 得 到 
4 为 水 真 的 证 明 , 而 线性 逻辑 中 的 公式 4, 它 是 可 证 的 当 且 仅 当 近邻 空间 4 "中 存在 一 个 团 
体 , 这 个 团体 既是 4 的 证 明 . 这 个 性 质 是 其 他 的 岂 辑 系统 所 没有 的 . 

《3) 证 明 论 专家 普遍 认为 ,线性 逻辑 系统 的 证 明 是 最 类 似 “ 算 法 ”的 语义 对 每 ,将 为 计算 
机 科学 ,特别 是 并 行 算法 提供 -~ 个 新 的 ,有 力 的 工具 . 
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第 9 章 集 合 


第 9 章 到 第 12 章 介 绍 集 个 论 . 主要 介绍 集合 论 的 基本 概念 和 结论 ,这 包含 集合 ,运算 ， 
关系 . 郴 数 和 基数 . 对 概念 和 定理 的 介绍 将 以 数理 膛 辑 的 请 词 还 和 辑 为 工具 末 描 述 , 体 现 了 这 
两 个 数学 分 支 之 间 的 联系 , 且 可 使 集合 论 的 研究 既 简 练 又 严格 ., 还 将 简要 介绍 集合 论 公 理 系 
统 , 这 个 公理 系统 又 称 公理 集合 论 , 是 数理 逻辑 的 一 个 分 副 ， 


9.1 集合 的 概念 和 表示 方法 
9.1.1 集合 的 概念 


集合 是 集合 论 中 最 基本 的 概念 ,但 很 难 给 出 精确 的 定义 . 集 人 台 是 集合 论 中 唯一 不 给 出 定 
文 的 概念 ,但 它 是 容易 理解 和 掌握 的 . 
集合 是 一 些 确 定 的 ,可 以 区 分 的 事物 汇集 在 一 起 组 成 的 一 个 整体 , 组 成 . .个 集 人 台 的 千 个 
事物 称 为 该 集合 的 一 个 元 素 , 或 简称 一 个 元 . 
如 果 a 是 集合 4 的 -个 元 素 , 就 说 属于 4, 或 者 说 ea 在 4 中 , 记 作 
他 所 和 4， 
如 果 占 不 是 集合 4 的 :个 元 豆 , 就 说 总 不 属于 4 ,或 者 说 疙 不 在 业 中 , 记 作 
五 直 志 . 
集合 概念 是 很 简单 的 ,但 准确 理解 其 含义 却 是 十 分 重要 的 ， 
特别 应 注意 下 列 几 点 : 
(1 集合 的 元 素 可 以 大 任何 事物 ,也 下 以 是 另外 的 集合 (以 后 将 说 明 ,集合 的 死 素 不 能 
是 该 集合 自身 ). 
(2) 一 个 集合 的 冲 个 元 素 昆 串 以 互相 区 分 开 的 . 这 意味 着 ,在 -个 集合 中 不 会 重臣 出现 
相同 的 元 素 ， 
(32 组 成 一 个 集合 的 各 个 元 素 在 该 集合 中 是 无 次 序 的 ， 
(4) 任 一 事物 是 否 居 于 一 个 集合 , 回 管 是 确定 的 . 也 就 是 说 ,对 一 个 集合 来 说 , 任 一 事物 
成 者 是 它 的 元 素 或 者 不 是 它 的 元 素 ,二 者 必 届 其 一 而 不 可 兼 而 有 之 ; 且 结 论 是 确定 的 . 
下 面 将 用 实例 说 明 这 些 含义 ， 


9.1.2 集合 的 表示 方法 


我 们 一 般 用 不 同 的 大 写字 母 表 巷 不 同 的 集合 ,并 用 不 同 的 小 写字 繁 表示 集合 中 不 同 的 
元 素 . 但 是 因为 某 个 集合 的 一 个 元 素 可 能 是 另 一 个 集合 ,所 以 这 种 约定 不 是 绝对 的 . 

本 书 中 规定 ,用 几 个 特定 的 字 侠 表示 几 个 常用 的 集合 . 约定 

N 表示 全 体 自然 数组 成 的 集合 ， 


艺 形 示例 体 整 数组 或 的 集合 ， 
表示 全 体 有 理 数组 成 的 集合 ， 
R 表 水 全 体 实 数组 成 的 集合 ， 
C 表示 全 体 复 数组 成 的 集合 ， 
作 本 蔬 中 ,规定 0 导 自 然 数 , 即 0E N. 但 在 男 一 些 书 中 ,规定 0 不 是 自然 数 . 
通常 表示 集合 的 方法 有 两 种 . 
一 种 方法 是 外 延 表 示 法 , 这 种 方法 … 一 列举 出 集合 的 全 体 元 素 . 例如 
站 二 17,8,9!， 
N 一 14013243 
表示 集合 4 有 一 个 元 素 7,8,9. 集合 N 的 元 素 是 0.1,2,3.…, 集 合 N 就 是 自然 数 的 集合 .N 
的 表 水 式 中 使 用 了 省 略 符 号 ,这 表示 N 中 有 无 限 多 个 元 素 4,5,6,7 等 .有 限 集 合 中 也 可 以 
使 用 省 略 符 号 ,例如 


4 
表示 由 26 个 小 写 英 文字 母 组 成 的 集合 . 
另 ~ 种 方法 是 内 涵 表 示 法 . 这 种 方法 是 用 谓词 来 拱 述 集合 中 元 率 的 性 质 .上述 的 集合 4 

和 NN 可 以 分 别 表示 为 

包 二 iT|ZX 是 整数 自 6 之 工 之 10}， 

N 二 17|+ 是 自然 数 }， 
一 般 情况 ;如 果 了 (x) 表示 一 个 谓词 ,那么 就 可 以 用 {x|PCx))}) 或 {zr;P(r)} 表 示 一 个 集 人 台 . 
tz 了 Ptr)! 是 使 Pix) 为 真 的 所 有 元 率 组 成 的 集合 , 也 就 是 说 , 若 P(ta) 为 真 , 则 a 属于 该 集 
合 } 若 卫 (u) 为 假 , 则 a 不 属于 该 集合 ,在 表示 式 中 的 1 和 ;是 一 个 分 隔 符 号 , 在 它 前 面 的 .+ 是 
集合 中 元 紊 的 形式 名 称 ( 如 集合 4 中 元 宕 的 形式 名 称 是 xz, 但 实际 名 称 是 7,8,9, 常用 -syvs 
表示 形式 名 称 ). 竹 分 隔 符 号 上 后面 的 P(x) 是 促 合 自由 变 元 x 的 谓词 公式 ， 


9.1.3 和 集合 的 实例 


例 1 B=19,8,8,7}. 

集合 召 中 的 两 个 8 应 看 作 十 中 的 同一 个 元 素 , 所 以 吕 中 只 有 三 个 元 素 .集合 量 就 是 
1:9,8,7}, 它 与 上 述 的 集合 4 是 同样 的 集合 ,因为 元 康之 间 没 有 次 认 . 

例 2 DD={z|z€ B81. 

集合 DD 是 用 集合 B 来 定义 的 , 车 xB, 则 xED; 车 rEB, 则 xz 区 DD. 集合 品 中 的 元 罕 
是 除 7,8,9 外 的 一 切 事物 . 

例 3 下 =!17,{18,19)}}. 

集合 下 和 集合 吾 不 同 .7E FF, 但 8 入 ,9 外 .只 有 8E18, {9)} 和 9E19). 集 合 下 仅 合 
有 虹 个 元 素 7 了 和 和 i8,19)), 这 两 个 元 素 由 表示 下 的 最 外 层 花 括号 包围 ,并 由 这 号 分 隔 开 , 对 
于 以 集合 为 元 素 的 集合 ( 即 有 多 层 花 揪 号 的 集合 ) ,应 注意 集合 的 层次 . 

例 4 G={xlx=1YV (dy (GyEGAr={y))), 

集合 (是 几 递 归 方 法 定义 的 . 这 个 定义 是 构造 性 的 ,可 以 由 该 定义 求 G 的 每 个 元 案 , 从 
而 构造 出 (. 构造 全 的 过 程 是 
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由 全 如 .有 "1! 人 EG， 

由 1 站 ;EC 有 :1 和 EC， 
这 个 网 造 过 得 足 瑟 止境 的 :本 此 上 的 已 索 有 有 无限 过 个 . 

和 例 5 一 :zl 是 -- 个 集合 六 关 各 

订 用 及 证 法 证 明和 集合 如 过 不 存在 的 , 息 没 存在 这 样 的 集 人 台 已 -下面 将 证 骨 . 对 其 一 县 
栖 事 物 y, 盛 法 确定 y 足 否 属 本 开 . 我们 以 召 本 身 作 为 这 个 其 恒 事 物 证明 中 二 新 是 天， 
对 于 集合 厂 , 必 有 YE 也 或 好 下面 分 别 考虑 之 . (1) 大 y¥EH, 由 十 yy 赴 石 的 所 素 .y 就 
员 玫 再 中 抑 秦 的 性 质 在 壮 虑 到 就 是 百 , 所 以 y 后 闻 . 这 与 yE 末 了 巴 厢 .2 由 于 站 
是 总 的 元 素 ,? 了 台 没 有 吾 中 元 泰 的 性 质 ,因此 YE 又 因 了 就 是 五 , 则 ?和 下 .这 与 3 五 
政 扶 .两 种 情况 痢 存 在 矛盾 ,所 以 yE 呈 和 3 五 部 不 成 立 , 集 合 五 不 存在 ,问题 的 根源 站 
于 ,集合 论 不 能 研究 “所 有 集合 组 成 的 集合 ”这 是 集合 论 中 的 一 个 迟 论 , 称 为 Russell 悖 论 ， 


9.2 集合 间 的 关系 和 特殊 集合 
9. 2. 1 合 间 的 关系 


在 实 数 之 间 可 以 定义 美 系 二 ,三 、 志 ,六 ,人 空 , 类 似 地 ,在 集合 之 间 可 以 定义 关系 二、 刁 、 
C7 . 
定 多 9,2.1 两 个 集合 是 相等 的 , 当 且 羽 当 它们 有 相同 的 元 染 . 若 两 个 集合 A 和 忆 相 
等 . 则 记 作 A 一 B; 若 和 和 了 不 相等 ' 则 记 作 六 关 有. 
这 个 定义 也 可 以 写成 
4A4= BOlVYnN(rE Amr EE B), 
A Botdr}—- {tre Aerr € B), 
这 个 定义 就 是 集合 论 中 的 外 延 公 是 ,也 叫 外 延 原理 . 它 实质 上 是 说 "一 个 集合 是 由 它 的 
元 袁 完 全 决定 的 ” 因此 .可 以 用 不 同 的 表示 方法 (外 延 的 或 内 涵 的 ), 用 不 同 的 性 质 , 条 件 和 和 
内 泛 表 示 同 一 个 集合 . 例如 
17,.8,9!, 
4 是 整数 入 6 之 10}， 
iz tr Tr Br 9) = 0}, 
表示 同一 个 集合 , 即 三 个 集合 相等 ， 
定 光 9.2.2 对 任意 丙 个 集合 4 和 B, 阁 4 的 每 个 元 吝 都 是 B 的 元 素 , 就 称 和 4 为 8 的 
于 集合 ,或 称 台 包含 扣 , 或 称 B 是 4 的 超 集合 , 记 作 
本 芭 呈 或 BA. 
这 个 定义 也 可 以 写成 
Bo te rE B). 
当 志 不 是 玉 的 子 集合 时 . 即 A 和 B 不 成 立时 , 记 作 和 EB( 子 集合 可 简称 为 子 集 }. 
注意 区 分 生得 E. 例如 


12 让 家 但 0 名， 
于 EB 表示 加 是 上 的 :个 元 素 ;4c 呈 表示 4 的 每 个 元 素 都 是 万 的 元 素 . 此 外 , 捷 是 集合 论 
的 原始 符号 ,这 是 一 个 基本 概念 ;但 是 宇 是 由 后 定 儿 出 来 的 概念 ， 
下 面 给 出 有 关 二 和 这 的 两 个 主要 结论 . 
定理 9.2.1 两 个 集合 相等 的 充 要 条 忻 研 它们 互 为 子 集 , 即 A=B(ACBA BA). 
证 有明 .A=8 
Yr EE AmrE B) 
VIE A—rEBArEB—7rt A)) 
VIIrTE ArrEB)AVYr EC Br A) 
ACBA BCA. 
这 个 定理 很 重要 , 以 后 证 明 两 个 集合 相等 时 ,主要 使 用 这 个 定理 ,判定 两 个 集合 互 为 
子 集 ， 
定理 9.2.2 对 任意 的 集合 4, 瑟 和 Ci 
《1 ACC-A., 
(2) (AGBA BCEA)SA=B. 
£3) (ACBABCO)=ACOC., 
在 这 个 定理 中 ,人 1) 是 自 反 性 ,{2) 是 反对 称 性 (这 是 定理 9.2,1 的 一 部 分 ), (3) 是 传递 
性 . 定理 9 2.2 说 明 包含 关系 所 具有 这 3 个 性 质 ( 实 数 间 的 委 关 系 也 有 这 3 个 性 质 )， 
应 该 指出 , 怠 没 有 这 3 个 性 质 , (1) 以 后 将 证 明 , 对 任意 的 集合 4,4 和 4.(2) 以 后 将 证 
明 , 对 任意 的 集合 4 和 B, 一 (AEBABEA).(3) 对 任意 的 集合 有 A.B 和 C, 当 AEB 和 BE 
C 时 ,不 一 定 有 AEC., 以 后 将 指出 :2 为 传递 集合 时 才能 推出 AEC. 
定义 9.2.3 对 任意 两 个 集合 4 和 五 , 若 4A 生 B 且 A 区 B, 就 称 和 4 为 B 的 真子 集 ,或 称 
5B 真 包 含 4, 或 称 B 是 4 的 真 超 集 合 , 记 作 
站 CB 或 BD A. 


这 个 定义 世 可 羽 写 成 
于 CBOCUCBAAAB). 
定 兴 9.2.4 若 两 个 集合 4 和 号 没有 公共 元 素 , 就 称 4 和 马 是 不 相交 的 . 
这 个 定义 也 可 以 写成 
站 和 B 不 相交 时 一 (zx)(xrEAArE BY, 
若 4 和 五 不 是 不 相交 的 ,就 称 4 和 吾 是 相 变 的 ， 
例如 


1 
{1 ,2} 和 13,4,5} 不 相交 ， 
11,2) 和 12,3.4) 粗 交 ， 

9, 2. 2 特殊 集合 


空 集 和 合集 是 两 个 特殊 集合 . 它们 的 概念 很 简单 .但 在 集合 论 中 的 地 位 却 很 重要 . 下面 
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介绍 这 两 个 集合 . 

定义 9.2.35 不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 . 记 作 必 ， 

空 集 的 定 多 也 可 以 写成 

I 

显然 ,5Yrjta 台 好) 为 真 ， 

下 鹿 人 多 开 丰 关 空 集 的 两 个 重 则 结论 ， 

定理 9.2.3 对 任意 的 集合 A, 信 二 A 

证 明 和 假设 他 在 集合 44, 使 它 莹 44. 则 存在 .r ,使 rE 弛 县 1 侣 44, 这 与 空 集 字 的 定义 序 
慎 . 所 以 定理 得 证 . 

推论 9.2.1 空 集 是 只 的 ， 

证 明 留 作 思考 题 ( 只 要 假设 有 两 个 空 集 安 和 安 " ,证 明定 二 字 ' 妈 可 )》. 

定 尖 93.2.6 在 给 定 的 问题 中 ,所 考虑 的 所 有 事物 的 集合 称 为 全 集 , 记 作 匡 . 

全 集 的 定义 也 可 以 写成 


E= {x|r= xr’, 
全 集 的 概念 相当 于 谓词 逻辑 的 论 域 , 对 不 同 的 问题 ,往往 使 用 不 同 的 论 域 . 例如 在 研究 
育 关 实数 的 问题 时 ,就 以 RR 为 全 集 . 


9.3 集合 的 运算 


运算 是 数学 上 常用 的 手段 . 两 个 实数 进行 加 法 运算 可 以 得 到 一 个 新 的 实数 . 类 位 地 ,两 
个 集合 也 可 以 进行 运算 ,得 到 交集 、 并 集 等 新 的 集合 . 集合 的 运算 是 由 已 知 集合 构造 新 集合 
的 一 种 方法 .我 们 经 常 从 大 干 简单 集合 出 发 ,用 运算 构造 大 量 新 集合 ,这 类 似 于 用 逻辑 联结 
词 构造 出 大 量 合式 公式 , 集合 的 运算 式 子 也 是 表示 这 些 新 集合 的 一 种 方法 ,而 且 往往 是 车 简 
捷 的 表示 方法 , 所 以 ,集合 的 送 算式 子 是 表示 集合 的 第 三 种 方法 . 这 种 表示 方法 不 仅 简捷 ,而 
且 可 利用 运算 的 性 质 简化 一 些 证 明 问 题 ， 


9, 3. 1 集合 的 基本 运算 


下 向 介绍 的 5 种 运算 是 集合 论 中 的 基本 运算 ， 
定 久 93.1 对 集合 4 和 吾 ， 
(1) 并 集 .AUB 定 义 为 
AUBS=S {rlIcete AVYVrE€ Bl. 
(2) 交集 34 门 B 定 义 为 
ANMNB={rlreEAAret BB,. 
(3) 营 集 (又 称 总 对 站 的 相对 补 集 , 补 集 )4 一 吾 定 习 为 
站 一 二 rEA4A7r Bl. 
(1) 余 集 (又 称 4 的 绝对 补 集 } 一 A 定义 为 
一 A 二 一 = rl2z 1， 
(其 中 五 为 全 集 . 4 的 余 集 就 是 4 对 五 的 相对 补 集 ,，) 
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(5 对 称 差 4 电 巨 定义 为 

ABB={A BUB A)= rreEeAVreB. 
这 5 个 运算 中 , 余 集 是 个 元 运算 ,其 余 4 个 都 是 二 元 运算 . 
例 1 已 知 集 合 .8B 和 全 集 二 为 


和 二 Cd， 
B=ic fa di:, 
a 一 有 ‘Pocad es fg " 


则 有 
A ed ef = Bl) A, 
ANMNB=iud!= BN 站 M4. 
A— B=itr},B— -A= {e,)}, 
一 A=ief'g}l!— B= {b,c,g}, 
ADB= 00 BOA. 
并 集 有 LB 中 的 元 素 是 有 4 和 B 中 所 有 的 元 府 , 公 共 元 素 只 出 现 一 次 , 交集 4 门 恕 中 的 
元 素 是 克 和 上 睛 所 有 的 公共 元 案 , 差 集 A 一 B 中 的 元 案 是 在 4 中 但 不 在 B 中 的 那些 元 索 . 余 
集 一 24 中 的 元 素 是 在 全 集中 但 不 在 4 中 的 那些 元 囊 . 对 称 差 4 中 如 中 的 元 素 即 由 4 一 B 的 
元 案 和 召 一 双 的 元 素 组 成 ， 


9.3.2 广义 并 和 广 久 变 


广义 并 和 广义 变 是 一 元 运算 ,是 对 一 个 集合 的 集合 4 进行 的 运算 . 它们 分 别 求 4 中 所 
有 元 素 的 并 和 交 . A 中 可 以 有 任意 多 个 元 素 , 它 们 就 可 以 求 任意 个 元 案 的 并 和 交 , 4 中 车 有 
无 限 多 个 元 素 , 它 们 就 可 以 求 无 限 儿 个 元 素 的 并 和 交 . 广 义 并 和 广义 变 是 并 集 和 交集 的 
推广 . 
定义 9.3.2 若 集 全 了 4 的 元 素 都 是 集合 , 则 把 4 的 所 有 元 素 的 元 素 组 成 的 集合 称 为 A 
的 广义 并 , 记 作 Uai 碟 4 的 所 有 元 束 的 公共 元 案 组 成 的 集合 称 为 4 的 广义 交 , 记 作 门 4. 
这 个 定义 也 可 以 写成 
UA=ixl(da)tz E AATrE 2)}, 
NAmiz (Ya (rE A rE x)), 
此 外 ,规定 岂 司 一 帮 ,规定 门 安庆 意义 . 
例 2 已 知 集 合 4 为 
A {iadel, (abd), ib ced}!}, 
则 有 
U4A=iabcd), 
站 A=1{2}. 
可 以 用 广 闵 并 和 和 广 文 交 分 别 定义 并 集 和 交集 
AUBS=U {A,.B}. 
ANB=NMN !A,B). 
广 尽 许 稻 并 集 的 运算 符 都 旦 同 .但 因 产 文 并 是 … 元 运算 ,并 集 是 二 元 运算 ,所 以 对 山 的 含义 
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不 会 产生 误解 ， 
9.3.3 考 集 


集合 的 窜 集 蚌 该 集合 所 有 子 集 组 成 的 集合 . 窜 集 是 由 一 个 集合 构造 的 新 集合 , 它 也 早 集 
合 的 一 元 运算 ,但 是 寡 集 与 原 集 合 的 层次 有 所 不 同 ， 
定 尺 纪 3.3 和 若 4 是 集合 , 则 把 4 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 称 为 把 的 宕 集 , 记 作 Pt). 
这 个 定义 也 可 以 写成 
PIC4) = {x I A.. 

例 3 户 (2)=i2)， 

PU = {2, {21}, 

下 
对 任意 的 集 侣 4, 有 妆 此 4 和 BA, 因此 有 CEPLA) 和 AEP(A), 


9.3.4 笛 卡 儿 积 


第 卡 儿 积 也 是 一 种 集合 二 元 运算 . 两 个 集合 的 第 卡 几 积 是 它们 的 元 案 组 成 的 有 序 对 的 
集合 . 笛 卡 儿 积 是 与 原 集 合 层次 不 同 的 集合 . 身 卡 儿 积 是 下 一 章 介 绍 关 系 概念 的 基础 .下 面 
先 介 绍 有 序 对 ,再 介绍 笛 卡 儿 积 ， 

责 个 元 素 z 和 y( 允 许 z 二 3y) 按 给 定 次 序 排列 组 成 的 三 元 组 合 称 为 一 个 有 序 对 , 记 作 
{x1y). 其 中 民 是 它 的 第 一 元 素 ,y 是 它 的 第 二 元 案 ， 

有 序 对 tz,y) 应 具有 下 列 性 质 ， 

(1) Ty， 

(2) (xy) = =A Y=, 

在 平面 直角 坐标 系 上 一 个 点 的 坐标 就 基 一 个 有 序 对 . 
下 面 用 集合 定义 有 序 对 ,使 之 具有 上 人 述 的 性 质 ， 
定 尺 .3.4 有 序 对 {zx,y) 定 义 为 
Ty) = {r,t yi 


定理 9. 3. 1 
(C1) 《一 《一 站 一 证 
(2) I 天 yy. 
证 明 (1) 设 x= 一 xz Ay=m, 则 显然 有 
人 全 
于 是 (ry 二 人 Hy). 
设 ir,y) 二 (ww?; 则 有 
Ty = ha), 
分 别 考虑 zx==y 和 xz 夫 y 两 种 情况 ， 
当 二 yy 时 ,x,y 二 rr1: 于 是 


— 1 了 
人 
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出 Ty. 
当天 时 ,显然 和 过 rw ， 于 是 


ff = i 量 ay 二 1 
则 下 二 
显然 EH 于 是 yy 二 芳 ， 


随 种 情 汽 都 可 得 到 
TT 二 开户 4 二 
{2) 其 证 明 锁 作息 考题， 
可 以 推广 有 序 对 的 概念 ,定义 由 有 序 的 = 个 元 素 组 成 的 ?元 组 .2 元 组 是 用 递 妇 方 法 定 
义 的 ， 
定 尖 时 .5 若 nEN 且 #01yryzaryzs 是 nn 个 元 素 ; 则 #4 天 组 tx ,-… x,) 定 义 汶 
当 1#=2 时 ,二 元 组 是 有 序 对 (raayi 
当 关 天 2 时 ry i), 
例 4 (aperd}=((ta 0 ,cd). 
按照 这 个 定义 ,有 序 对 就 是 二 元 组 ,n 元 组 就 是 多 重 有 上 序 对 . 
定义 .3.6 和 集 台 4 和 旦 的 笛 卡 儿 积 ( 又 称 卡 氏 积 、 乘 积 . 直 积 )4X 瑟 定 访 为 
AXB=izlxE AAyEBAz= (ry)) 


或 简写 为 
AXB= [rrEAAyE BH}, 


例 5 已 知 集合 妇 和 BB 为 


A= {lab} ,B= 0,1,2}. 
则 有 
站 六 B= a QO) a1}, ar HO tb,1), (HB,2)}, 


BXA= i a 0 a lb (2, a), (2,0)), 
AXA= aa ,aby th ay, tb, by). 
在 二 BB 时 ,可 把 AX 有 A 简写 为 A. 
上 上面 用 有 了 序 对 定义 了 笛 卡 儿 积 . 4 和 8B 的 简 卡 儿 积 ,就 是 由 xEA4 和 yEB 枸 成 的 有 序 
对 :xz,y? 的 金 体 组 成 的 集合 , 可 以 推广 这 个 概念 ,用 元 组 定义 阶 笠 卡 儿 积 . 
定义 9.3.7 车 nEN 且 >1, 而 ,A;,…,A, 是个 集合 ,它们 的 # 阶 笠 卡 儿 积 记 作 
ALXAX Xx A, 并 定义 为 
AX AsX A= {ri rE AA A rE A,!. 
当 4 一 4 一 光一 4 时 ,它们 的 5 阶 箔 卡 儿 积 可 以 简写 为 站. 


9.3.5 优先 权 


集合 可 以 由 和 集合 运算 符 连 接 构成 新 集合 ,如 4 门 互 和 一 4. 遇 个 集合 可 以 由 集合 关系 符 
连接 ,构成 一 个 命题 ,如 4 门 3 三 4 和 A4 关 B. 这 种 命题 可 以 由 轴 辑 联结 词 连 接 , 构 成 复合 命 
题 ,如 (4A 守 BAA 关 B), 两 个 命题 叮 以 由 逻辑 关系 符 连接 ,如 A= 二 B= 二 ACB. 

仁 集 合 论 中 , 当 描 述 问题 和 证 明 问题 时 ,往往 在 -- 个 式 子 中 同时 炉 用 上 述 四 类 连接 符 
如 ,为 了 简单 ,确定 地 表 洲 备 类 连接 符号 的 优先 次 序 ,下面 规定 各 类 连接 符 导 的 优先 权 ， 
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-无 运算 符 ( 一 二 PC 门卫 .2) 
优先 于 ”二 元 运算 符 ( 一 , 门 , 凯 .中 ,XX) 
优先 于 和 集合 关系 符 ( 二 , 守 . 过,EE) 
优先 十 一 元 联结 词 (一 ) 
优先 于 ”二 元 联结 词 (A，V ， 一 :em) 
优先 于 ”逻辑 关系 符 ( 后 ,一 )， 
此 外 ,还 使 用 数学 上 惯用 的 括号 表示 优先 权 方 法 .从 左 到 右 的 优先 次 序 . 规定 
(1) 括号 内 的 优先 于 括号 外 的 ; 
(2) 间 一 层 括 导 内, 按 上 述 优先 权 ， 
(3) 同 -- 层 括号 内 ,同一 优先 级 的 , 按 从 地 到 右 的 优先 次 序 . 


例 56 
-AEBECUND 
表示 CADB) ECU NPN. 
ANBEC—DIENE 
表示 (4AN BECDY— DEN E)). 
有 半 守 BA BOACB 
表示 ‘BYR (A BNS(UAC BH. 


9.4 集合 的 图 形 表 示 法 


前 面 已 介绍 了 表示 集合 的 三 种 方法 ;外 延 表示 法 .内 涵 表 未 法 和 使 用 运算 的 表示 法 . 图 
形 表 示 法 是 第 四 种 表示 法 . 图 形 表示 法 是 数学 上 常用 的 方法 , 它 的 优点 是 形象 直观 .易于 理 
解 ,缺点 是 理论 基础 不 够 严谨 ,因此 具 能 用 于 说 明 .不 能 用 于 证 明 ， 

下 述 的 三 种 图 形 表示 法 分 别 适 于 表 不 不 同类 型 的 集合 运算 , 不仅 可 以 表示 集合 运算 的 
概念 ,而 且 可 以 表示 一 些 性 质 和 结论 . 


9. 4.1 文 氏 图 


在 文 氏 图 中 ,矩形 内 部 的 点 表示 全 集 的 所 有 元 素 . 在 矩形 内 画 大 同 的 圈 骨 示 不 同 的 集 
合 , 用 园 内 部 的 点 表示 相应 集 人 台 的 元 素 . 文 氏 图 可 以 表示 集合 则 的 关系 和 集合 的 5 种 基本 
运算 ， 

图 9.4. 1 中 各 图 表示 集合 的 关系 ,各 图 中 的 4 和 和 已 间 基 有 相应 的 关系 , 图 9.4.2 中 各 
图 表示 5 种 基本 运算 ,各 图 中 斜 线 区 表示 经 相应 运算 得 到 的 集合 ， 


9.4.2 和 集 的 图 示 法 
可 以 用 -个 网 络 图 中 的 各 结 点 表示 图 集 的 各 元 素 . 设 4= 二 10,1,2}, 则 CA} 的 各 元 素 
在 图 9.4.3 中 表示 .图 中 靖 点 问 的 途 线 表示 二 者 之 间 有 也 会 关系 , 这 种 图 就 是 下 一 意 介 绍 的 
险 斯 图 . 
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人 Ga 各 


本 全 站 六 与 号 布 相交 并 与 点 相 谈 且 妆 位 晶 


图 3.14.1 诡 氏 图 


A 


图 9.4.2 文 氏 图 


图 9.4.3 替 集 图 9.4.4 笛 卡 几 积 


9.4.3 笛 卡 儿 积 的 图 示 法 


在 平面 直角 坐标 系 上 ,如 果 用 工 轴 上 的 线段 表示 集合 4, 并 用 轴 上 的 线段 表示 集合 
3, 则 由 两 个 线段 画 出 的 矩形 就 可 以 表示 笛 卡 儿 积 4X 8B. 如 图 9. 4. 4 所 示 ， 


9. 5 集合 运算 的 性 质 和 证 明 
9. 5. 1 基本 运算 的 性 质 


集合 的 三 种 运算 AUB,4A 门 B, 一 4 分别 是 用 逻辑 连接 词 Y ,入 ,一 定义 的 ,因此 它们 县 
有 和 Y ,A 信 ,一 类 似 的 性 质 ,下面 给 出 它们 满足 的 一 些 基本 规律 . 
定理 9.5.1 对 任意 的 集合 4,B 和 C, 有 
(1) 交换 律 AUB=B8UA， 
ANB=BNA, 
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(2) 结合 律 


(3) 分 配 律 


(4) 军 等 律 


(5) 吸收 律 


{6) 摩根 律 


(7) 同一 律 


(8) 零 律 


(9) 补 全 律 


(10) 


(AUBIYUC= AU BUC), 
ANBNC=AN (ENC. 

AU {BNOCO= AUBN CAUGO, 
ANCBUCO- CANBU CANGY. 
A4UA4=4， 

A 站 mA 一 A. 

AULU CANSB)= A, 
ANcALB)=A. 

A— BUCY=tA— BN CA C0), 
A—(BNO=(A— BU 0), 
— (BUC)= BNC, 
—B8NC)=—BU—C. 


A 


UZ=A, 


ANE=A. 


A 


UE=E, 


4 门 和 = 局， 


A 
A 


U—A=E, 
由 一 A=2. 


~ 人 二， 

一 二 名， 

(11) 双 补 律 一 (一 A) 二 A. 

下 面 只 证 明 其 中 两 个 规律 ,其 他 的 证 明 留 作 思 考题 . 
求证 (3) AU(BNMNO= CAUBDIN CAUCY. 

证 明 对 于 任意 的 工 可 得 


于 是 结论 得 证 . 


reEAU(BfNC) 

rEAVYVrIE (BNC) 

rE AYV (rEBArEe) 

SrE AVTIEBACrEAYIEC) 
rE CALUB}ATECAUC) 
SEALB NAUC) 


求证 (5) A CAUB}=A. 


证 明 


ANMAUB=AAUOINAU BE) CH 7)Y 
-AU NB) 《由 (3)) 
一 中 七 《由 (8)) 
=A “由 (7)) 


这 里 采用 了 两 种 证 明 方 法 . -- 种 是 利用 谓词 演算 的 方法 , 另 一 种 是 利用 已 知 的 集合 恒 等 
- 郭 分 基本 规则 只 能 用 谓词 丈 辑 来 证 明 . 其 他 规律 和 集合 重 等 式 可 能 用 丙种 方法 来 证 . 
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可 以 用 文 氏 图 说 明 集 全 恒等式 , 图 9.5.1 用 文 氏 图 说 明 
二 一 (五 门 和 = 一 (4 一 号 (4 一 握 ) 
从 图 中 看 出 ,等 式 两 边 对 应 图 中 同一 个 区 域 ,因此 应 该 相等 , 这 种 图 形 表示 法 只 能 说 明 问 题 ， 


不 能 证 明 问 题 ， 
| 
3 6 6 
iA— BLA—) 
| 
(0 
A—tBNMNC} 
图 9.5.1 
下 面 给 出 差 集 的 性 质 . 


定理 9. 5.2 对 任意 的 集合 4,B 和 C, 有 
(17》 A—B=A— {ANMB). 
(2) A—B=A 门 一 B. 
(3) ALU(B—A)=ALB. 
£4) A CB—C}= (A 人 MB--C, 
证 朋 
(1) 对 任意 的 + 
xz-EA—AN DEOrEeEAA-(reEeA 内 BB) 
TEAANT(rTEAATEB) 
rEAN(IEAYIE 
和 (TEAAATEAY (EAArE DD) 
FY rEA BESOrEceA—B 
(2) 对 任意 的 工 
EA BerEcAFArtB 
rEAArE— BOEeAN 站 MD-B 
(3) AU(B- A)=AU (BN OA} 
一 (4UBD) 记 (4 一 4 一 (4UUBD) 门 五 
=AUB 
(4) 4 门 ( 一 如 一 4 站 (583 门 一 后 ) 
一 【用 门 如 ?和 门 一 和 一 (和 和 门 吾 ) 一 扣 
定理 中 的 (2) 是 很 有 用 的 结论 , 它 可 以 由 A 门 一 日 代入 式 中 的 4 B, 从 而 消去 差 集 运 
算 符 , 利 用 定理 9. 5. 1 的 规律 . 这 类 似 于 命题 逻辑 中 消去 联结 词 “ 一 
对 称 差 的 性 质 类 似 于 并 集 . 下 面 给 出 一 些 基本 性 质 . 
定理 9.5.3 对 任意 的 集合 有 4,B 和 ,有 
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(1) 交换 律 ADB=BE.l, 
(2) 结合 律 ”(ADBIBC= ACQ C8), 
(3) 分 配 律 ANMmBBCO} 一 (A 站 BANGOY. 
cd) 同一 律 ”AC 二 =A， 
(5) 零 律 4 多 4= 冯 . 
{6) ATDCAPDE} SB, 
证 明 ”其 证 (3), 其 他 留 作 思考 是 . 
(3 AN CBOO) 
=ANMN CB -OU -8)) 
=ANBN OU NB 
={ANBN OUANCN—B) 
=((ANBN— OU ANBNN .1) 
UcaNcN By aANCN A)) 
=ANMNBIN -CU ADUANOON BU 4 
=(ANBN ANCDUYUCANON CAN BY) 
一 (4mB)GCanC) 
集合 间 的 和 伍 关系 类 似 于 实数 间 的 过 关系 ,下面 给 出 它 的 一 些 性 质 . 
定理 9.5.4 对 任意 的 集合 有 ,B.C 和 和 癌 , 有 
(1) AEB=>AUNONEBUCY. 
(2) AC.B=> CANCOEBNC). 
(3) CAEB}Y A (CED TAUOEBUD). 
(4) (AECB}YA CED ANOERND). 
(5) CACB}A CED DCB-C). 
(6 CED= A— DEC(A--C). 
下 面 给 出 几 个 证 明 的 例子 . 从 中 可 以 看 到 几 类 问题 的 证 明 方 法 ， 
例 1 对 任意 的 集合 4 和 五 ,有 
(UB=BSCAETDEANB= CA B=- 2). 
证 明 ”本 例 要 求证 明 4 个 命题 互相 等 价 . 设 命题 (1) 是 A4 岂 8B8 一 8, 命题 (2) 是 4 乞 B. 命 
题 (3) 是 A 仆 B 一 刀 , 合 是 (1) 是 .4 一 B= 人 @. 几 要 证明 (1 地) .20 地 (7. (3) 地 (1 (4 于 
(1) 妈 可， 
(01) (2): 
也 央 B=B. 对 任意 的 ,得 
rE APrEAVYVrEe BorcAU BertB. 


因此 A 宇 B. 
(2) >(3); 
局 知 4 时 B. 对 任意 的 ,得 
TEAN BeAret fret.l. 
rEd:rEAAArEdAds rerEeE BertANM EB. 
因此 ANB 一 A. 
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(3) 下 (4): 
出 知 A4 站 8 二 4, 故 
A-B=ANM— B=NBDN- -B=AN(BNM B= g. 
(4) il): 
已 知 4 一 如 二 襄 , 故 
AUBBUA4=BU (A 一 B1( 由 定理 9.5.2) 二 BU B=8B. 
例 2 对 任意 的 集合 忆 ,B 和 CC, 有 
AUB=AUC.ANB=ANMNcC=B= 0. 


证 阴 方法 1， 
B=BNMN AUB=BN AUC) 
=.BN A)UGBNC) 
=(ANCU BNMNO= AUBNC 
=(AUC NC=C, 
疗法 2， 


假设 BC. 不 芒 设 存在 x 使 xEBAzXC, 如果 xEA4A. 册 xEA 门 BB 且 x 计 A 门 C. 与 已 
知 巴 盾 . 如 果 zx 总 六 , 则 XTEAUB 且 xz 告 AUC, 也 与 已 知 节 年 , 因此 B=C. 
由 有 B==AUC 能 将 推出 B==C 呢 ? 能 香 由 4 门 号 =4 门 C 推出 8==C 呢 ? 请 思考 . 
例 3 对 任意 的 集合 4,B 和 CC, 给 出 
(A BBA OO)=g 
成 立 的 充 要 条 件 ， 
解 (A 一 BBA 一 C3} 一 多 
SUA—B-A-CODNDU(A 0— (4B)=8 
SA—B— A O00)=ZA(A Ot(A4B8)= 
A BEA OA O 和 Cd B) (M1) 
A 一 B=A—C, 
于 是 , 充 要 条 件 是 A 一 8 二 A 一 C. 


9. 5.2 需 集 合 的 性 质 和 传递 集合 


定理 .5.5 对 任意 的 集合 A 和 BB, 有 
(1) ATCBSP(A)CP(BY. 
(2) A= BEP(A)=P(B). 
证 明 
(1) 先 设 4 入 5B 成 立 . 对 任意 的 区 ,有 
+EDP(D)SOYFA 和 AC B (定理 9. ?2,2) 
rEP(B) 
于 是 ,P(A) 守 PC(B). 
髓 设 CDP(B} 成 立 . 对 任意 的 了 .有 
rE ADIr!CAGr) EPPA I E PIB) 
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Bir EE hh. 
丁 是 ”有 4 六. 
(2) A=BACBA RO 
PD PB) A PIB ECE PODVOEOPIAY = PiB). 
定理 9.5.6 对 任 点 的 集合 以 和 如, 有 
Pi EE PB>AEcDB, 
证 朋 PAYE PBSPCIDCE 
PODECHBYAN AE PD)ACD, 
注意 ,该 定理 的 道 定理 不 成 六 ,例如 , 令 4=1 让 i.B= 7 部 则 AEB. 但 PtA) 一 ;1 儿 ， 
PE PB). 
定理 9.,5.7 对 任意 的 集合 4 各, 有 
(1 PODMNPCB=S=PIANB)Y. 
(2) POCADYUP(BITP(ALIBN. 
证 明 
i) 对 任意 的 了 ,可 得 
EE PAN PIBISr E PIAY A TE PB) 
二 TCCAANrCBH 
YMMVYE ryE AVA YYI(yYE ryE BB) 
SVN Er>yEAANY EB)) 
SrAN BSre PANMN DB). 
(2) 对 任意 的 了 ,可 得 
TEPODU PBSr EE PIAY YY x €E PUB) 
TAY rE 
VIIYVE ryE AYV (VYy(yE ryct 8B) 
YD Er ye AY (ye ryEB)) 
ONINYE ryE (AUB)) 
rtCAL Bore PALB). 
注意 ,结论 42) 不 能 写成 等 式 , 例如 , 令 4=fa),B 二 4). 则 PCAUB)= {2 ,al 1h}, 
Wap POAUP(B= IC ,tu!, {6}}), 
定理 9.3.8 对 任意 的 集合 亏 利 及, 有 
PalA— BE (PA — PIB) UU (gC;, 
证 明 对 任意 的 了 , 若 z 径 过 , 则 有 
了 后 (一 六 一 必 
(3 人 一 
WyE rT yE AA (yy (yyEr>y 上 EB) 
二 YY 一 Er 
此 四 TEPtA— BA 
一) 
WE 人 人 3 
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地 (Ey (有 推 玲 规 则 } 
Pr 

于 是 TE PA BYAIAY 
rEAANTTE BreEPA) hr PB) 
rE {Pd P(EB)) 
eeE PA Oo PCB 1). 


着 了 二 全 , 则 有 
SEPA- BES EP PIB LU 1. 
传递 集合 是 一 类 特殊 的 集合 , 下 面 给 出 传递 集合 的 定义 ,并 讨论 它 和 筹集 的 关系 ， 
定义 9.5.1 如 里 集合 的 集合 A 的 任 一 元 紊 的 元 素 都 是 及 的 元 素 , 就 称 A 为 传递 
集合 . 
这 个 定义 世 可 以 写成 
凡是 传递 集合 到 (rt (rEyAyEA)YrTEA), 
例 4 A={B BG, 2; 
是 传递 集合 . 4 的 元 案 的 元 素 有 他 和 !{ 必 ; ,这 些 都 是 4 的 元 素 ， 
B= ({@} GG) 
不 是 传递 集合 - 吾 的 元 素 的 元 率 有 必 和 ! 弛 } .但 是 忆 不 是 B 的 元 宗 ， 
定理 9. 5.9 对 集合 的 集合 4,4 是 传递 集合 所 4EP44)， 
证 了 明 ” 先 设 4 是 传递 集合 . 则 对 任意 的 y€E 4 ,车 y= 全 则 yfEDPCA), 若 y 关 语 ,对 (VY) 
Cr 万 y), 有 zxEAcA 是 传递 集合}; 则 有 y 刁 4; 于 是 yE P(A). 总 之 ;由 yA 一 yEDPtA), 有 
ATPtA, 
再 设 A 守 PCAY, 则 对 任意 的 x 和 y, 有 
TEYyAyE AIrIEyAyE PDP) 《由 已 知 ) 
YEyAYyCA=rEeAd 
内 此 ,4 是 传递 集合 . 
定理 9. 5.10 对 集合 的 集合 4,4 是 传递 集合 后 忆 4) 是 传递 集合 . 
证 明 先 设 4 是 传递 集合 , 对 任意 的 + 和 yy, 有 
工 生 站 站 后 PT 后 YA 
= 二 7 人 4 (因为 是 传递 集合 ) 
rE P(A) 
所 以 PLCA) 居 传递 集合 (证 明 中 利用 了 传递 集合 的 性 质 , 它 的 元 素 - - 定 是 它 的 子 集 )， 
再 设 PtA) 是 传递 集合 , 对 任意 的 + 和 yy, 有 
TEYyAyEADGTE YA IYyIEA 
TE yAyE fy) A yt EE PA) 
地 TE yAyE PA (P(A) EE 传递 集合 ) 
人 六 一 


所 以 4 是 传递 集合 . 


* 4， 


9.5.3 广义 并 和 广义 交 的 性 质 


定理 9.5.11 对 集合 的 集合 4 和 台 , 有 
(1) AEH=> UU ACUB, 
(2) A 三 B== 门 BC 门 4. 其 中 4 和 B 非 空 
证 明 《1) 设 4 到 号 . 对 任意 的 工 . 叶 特 
TELDASCHyIrE yAyEA) 
(dy yAyE BrEULB 
所 以 ,LU4S UB. 
{2) 设 4 王石 .对 任意 的 了 ,可 得 
Ef Beorvy tyeEB -re y) 
yA yA BB) 
TE 人 门 A 
所 以 ,人 门 B 生 人 门 4， 
定理 9.5.12 对 集合 的 集合 和 4 和 BB, 有 
C1) eA B= AU UB). 
C227 从 CUB)=( 门 4) 人 (站 B), 其 中 有 和 BB 非 空 . 
证 了 明 (1) 对 任意 的 x, 可 得 
-EUAULUBDEDY) (rE yAyEALB) 
Sd (rE yAYyEAYy EB) 
OIF) TE yy AyE AY (dtrE yAyEB) 
rEUAVY rEU BSreE CY A (UB). 
所 由 ,UCAUB}Y=(U AYU UB). 
(2) 对 任意 的 x, 可 得 
ENAU BOY)(yEALBrrEt yy) 
VY E AV YE BrE yy) 
VyE ArE yy AVy yyE BY” rE y) 
rENNAArENBSrE A) NN BY 
所 ,NCAUB)=CON A NN BY. 
定理 9.5.13 对 任意 的 集合 4,. 有 
UU P(A) = A 
证 明 ”对 任意 的 x+, 可 得 
TE PANS yr E vy AyE PAY) 
SEE 
所 以 PA)=A. 
定理 说 明 ,广义 并 是 害 集 的 道 运算 . 例如 , 当 几 = 人 ae 站 有 亚 (A) 一 人 古人 
有 UPI4)= 一 ia 但 是 次 序 不 能 颠倒 , 即 六 5UU4) 天 4 只 有 4EPCUA 例如 , 当 A 二 
fal 有 A= 有 P=} 
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下 面 讨论 广 浆 并 和 广 文 变 对 于 传递 集合 的 封 帮 性， 
定理 9.5.14 奎 集合 4 是 传递 集合 , 则 Ui 是 传 递 集 合 ， 
证 明 ”对 任意 的 cr 和 ,有 
EvyAvyELASrEy A (dtyErArt A) 
和 YE ( 丸 是 传递 集合 ) 
= 
所 以 凯 A4 是 传递 集合 . 
定理 9.5,15 若 和 集合 也 的 元 素 都 是 传递 集合 , 则 La4 是 传递 集合 ， 
证 明 对 任意 的 zx 和 ,有 
XE yAyEU ASGrTE yh (dy ErAzrE A) 
(z(tr Ezhzrt aA) (z 是 传递 集合 ) 
| 
所 以 A 是 传递 集合 . 
定理 9.5.36 若非 空 集合 4 是 传递 集合 , 则 门 4 是 传递 集 人 台 , 且 门 4= 这 . 
这 个 定理 的 证 明 要 使 用 正则 公理 ,这 里 不 给 出 证 明 ， 
定理 9. 5.17 若非 空 集合 4 的 元 素 都 是 传递 集合 , 则 门 4 是 传递 集合 ， 
证 明 ”对 任意 的 x 和 ,可 得 
rEyAyEN AGrE yA (YO E A yE 2) 
YITE YN (EEAYVYE2)) 
SVAITE yAzE AYV (rEyAyE2)) 
OVILITE YN (TE yAYED)A rE AY (reyAyE€ 2))) 
Ye) AY (rEyAy Ez)) 
EE A (rt yAyE 2z)) 
(YYz)(lz EAmzxEr) (= 是 传递 集合 》 
人 TE 人 NA 
所 以 门 4 是 传递 集合 . 


9.5.4 笛 卡 儿 积 的 性 质 


笛 卡 儿 积 具有 下 列 基 本性 质 ， 
(1) 44 关 站 一 苛 关 吾 王 他， 
(2) 若 A 闫 名 ， B 关 有 A 关 B, 则 AXx BBxA， 
(3) AX (BXCOCAXB) XC. 
结论 表明 , 管 卡 儿 积 不 满足 交换 律 和 结合 律 . 结论 (3) 是 国 为 
AX (BXCO= {abe la AAPEBAcEC) 
AX BYXC= {tab .cat AABERBRAcECO) 
其 中 人 ee) 一 人 56sc) 是 三 元 组 ,但 4e ,pic)) 不 是 三 元 组 .taby cy 人 te 
定理 9.5.18 车 人 4 是 集合 ,rr 和 4,yE4 则 (riyyEPP0d). (PP(A) 表 未 PCP(A)).)】 
证 阴 rE€EASS{ri 和 AriEPCA),H 
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rEAAYEdE ry TA rE PAY. 
由 以 上 二 式 可 得 到 
人 Er) 
ye) 
定理 9.5.19 对 任意 的 集合 A,B 和 人 .有 
(1 AXCEUO— CAB CAXCY. 
(2) AXxCBNO= AXBIN GAXY. 
(3 (BUC}YX A=(B XA UY Cx). 
(dy BNOCOIXA=CBXAIN CX AY. 
证 明 只 证 (<1), 其余 留 作 思考 同 . 
对 任意 的 (4 了:y》, 可 得 
人》 
党 了 人才 (和 站立 EC) 
EANyEBIY (rEeEAAyEC) 
Sry EAX BY (ry)EAxC 
rE (Ax BU(AXC) 
UAxXIBUC= CAXBU AXKO), 
定理 站 5,20 对 任意 的 集合 A,B 和 ,车 忆 关 避 , 则 


(ACEBOA XCEHBXCOSOCxX ACCx BB, 


证 明 先 设 ASCSB. 车 yE©C, 册 
(TI ) EAXCEOrEAAyvEC 
rEBAyECSOryctceBx oC. 
所 ,AXCEBXC, 
冉 设 有 XCECEBXC,. 取 yEC, 则 
了 后 用 和 和 站 人 [tr 人 


rE BXCOrrEBAyEC=rE EH. 
所 以 ,ASCB., 


总 之 ,ACBOAXCCBXC. 
类 和 亿 扣 证 ,A 和 BSCx ACC XB. 
定理 9.5.21 对 任意 的 非 空 集合 4,B,C 和 姜 ， 
‘(AxXBECxX DoeATCABCD. 
证 明 先 设 AXBSCXxD. 对 任意 的 rEA, 因 存在 yEB, 则 
TEAAyE BGOrvyE AXB 
ECXDEoreEChAyE DrEC 
所 以 ;A4 守 CC ,类 伺 有 BD, 
青 设 4SC 日 至 三 万 对 任意 的 x 和 vy, 有 
‘ry EAX BrEtAiyEB 
rECOAvE Deotrr ECx DD. 
所 BA BEC YD. 


9.6 有 限 集 合 的 基数 


集合 的 基数 就 是 集合 中 元 素 的 个 数 . 这 一 节 介 绍 有 限 集合 的 基数 和 一 些 结论 . 万 限 集 合 
的 基数 将 在 以 后 介绍 ， 


9,6.1 有 限 集合 的 基数 


定 灸 9.65.1 如 果 存 在 nN ,使 集合 4 与 集合 1zri7rENATz< al 一 10, 1 2 一 1 的 
元 素 个 数 相同 ,就 并 集 合 4 的 基数 是 m 记 作 共 (4 一 2 或 141 一 2 或 card(4)=” 空 集 扬 的 
基数 是 0, 

定义 9.6.2 如 果 存 在 nmEN ,使 ma 是 集合 4 的 基数 , 就 说 4 是 有 限 集合 . 如 果 不 存 在 这 
样 的 = ,就 说 刀 是 无 限 集 合 ， 


9.6.2 剧 集 和 笛 卡 儿 积 的 基数 


定理 9.6.1 对 有 限 集合 4. 
IP(AY| = 2 
证 明 设 4 = 二 nEN. 
让 刀 的 点 个 元 案 组 成 的 子 集 的 数目 是 从 个 元 素 中 取 上 个 的 组 合 数 


HH 一 1 人 一 下 十 ]) 


一 1! 


4 的 有 0 个 元 罕 的 子 集 只 有 7 己 A4. 所 以 
PVT=1TCO CF DC 
又 因为 
(ry) = dCiyr, 

和 

当 7 一 y 二 1 时 ,得 
2 = MC. 
所 以 和 
[IPCAY| = 2 = 27, 


定理 9.6.2 对 有 限 集 合 4 和 呈 ， 
IAxBi= |A|:IB. 


9.6.3 基本 运算 的 基数 


定理 9.6.3 对 有 限 集 合 和 小, 丰 
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(1) A 了 十 ;| 
(2) | 本 门 A 所 mint | 4)， 
(3) |A 一 中共 | lA, 
(4) |ABA|=|24|1 .240 门 A4.， 
下 述 定 理 通 常 称 为 包含 排 生 原理 , 它 有 更 多 的 用 途 ， 
定理 9.6.4 对 有 限 集合 测 和 以 ,有 
Li= 一 3 一 和 门 妆 
证 明 1 若 二 与 不 相 变 , 则 站 二 王 芝 而且 村 门 - 一 人 这 时 显然 成 立 
4: 一 | 4 . 
(2) 若 4 与 A 相 变 , 则 二 门 4 关 放 ,但 有 


13 一 站 
A 
此 外 
站 4， 
所 以 
4 Usd4= 4 二 一 4 门 寺 |. 
下 面 举例 涪 明 定理 的 应 用 . 


例 1 在 10 名 青年 中 有 5 名 是 工人 ,有 ?7 名 是 学 生 . 其 中 有 3 名 既是 工人 又 毗 学 牛 , 问 
有 几 名 既 不 是 工人 又 不 是 学 生 ? 
解 ” 设 工人 的 集合 是 4, 学生 的 集合 是 B. 则 有 ,A = 二 5,18|==7,14 门 B|=3, 叉 有 | 一 4 
门 一 8B 于 ,4UB|==10, 于 是 得 
| -A 站 一 B=190— 'A4[B| 
一 10 一 (4 十 吾 一 | 用 吾 |) 
=10- (5 十 7 一 3)=1. 
所 以 有 一 名 既 不 是 工大 又 不 是 学 牛 ， 
对 3 个 有 限 集 合 4 ,4: 和 4,, 可 以 推广 这 个 定理 ,得 到 
UAUA It | 
-ANMNA 4 门 4， IN A,|. 
例 2 39 位 同学 中 ,15 人 参加 体育 组 ,8 人 参加 音乐 组 ,6 人 参加 美术 组 .其 中 3 大 同时 
参加 二 个 组 , 问 至 少 有 多 少 入 没有 参加 任何 小 组 ? 
解 谈 4.4s,4 分 别 表 示 体 育 组 .音乐 组 ,美术 组 成 员 的 集合 . 则 有 
14 = 15, vi 一 8 = 6, 
AN A 4 = 3. 


因此 本 
一 15 一 8 二 6 A 下 3 
= 32 A NN A CA. 

由 为 [IANA 空门 二 门 4 一 3 


3 


“5 


[A 4 4: = 3， 
所 以 UL S32 一 3 一 3 一 3 一 23. 
至 多 有 23 人 参加 了 小 组 ,所 以 至 少 有 ?了 人 不 参加 任何 小 组 . 
这 个 定理 可 以 推广 到 个 集合 的 情况 . 若 maEN 旦 21 4 ,44 是 有 限 集 合 ; 汕 
A 站 ,| 十 


I 


2 NN 


kn 


9.7 集合 论 公理 系统 


在 9.1,3 例 5 中 ,用 谓词 定义 集合 时 产生 了 和 侍 论 . 防止 悖 论 的 方法 是 使 集合 论 公理 化 、， 
也 就 是 建立 集合 论 公 理 系统 ， 

集合 论 公理 系统 是 一 阶 谓词 公理 系统 的 扩展 , 它 包括 一 阶 谓词 公理 系统 和 几 个 集合 论 
公理 . 集合 论 公理 系统 可 以 推出 一 阶 谓词 的 所 有 定理 ,也 可 以 推出 集合 论 的 概念 和 定理 , 它 
防止 了 集合 论 中 的 导论 ， 

在 一 阶 谓词 公理 系统 中 ,公理 和 定理 都 是 水 真 公 式 , 在 集合 论 公理 中 ,少数 公理 是 描述 
集合 性 质 的 ,多 数 公理 是 构造 合法 集合 的 ,也 就 是 判定 集合 存在 性 的 . 有 的 公理 构造 基本 集 
合 , 男 一 些 公理 由 已 刘 集 合 构 造 新 的 集合 , 利用 这 些 公理 ,可 以 构造 所 有 的 集合 (公理 系统 中 
的 合法 集合 ), 这 就 是 证 明定 理 . 在 公理 系统 中 的 集合 ,都 是 由 公理 得 到 的 合法 集合 . 以 前 介 
绍 的 外 延 法 和 内 涵 法 都 不 能 构造 出 集合 . 可 以 说 ,集合 论 公理 系统 的 主要 目的 是 构造 出 所 有 
合法 的 集会, 即 判 定 集 合 的 存在 性 ,合法 性 ， 

集合 论 公理 系统 的 一 个 基本 思想 是 认为 ” 任 一 集合 的 所 有 元 素 都 是 和 集合”, 集合 论 的 研 
究 对 象 只 是 集合 , 除 集合 外 的 其 他 对 象 ( 如 有 序 对 .数字 ,字母 ?都 要 用 集 人 台 定 义 , 于 是 对 这 些 
对 象 的 研究 也 就 转化 为 对 集合 的 研究 , 在 定义 9.3.4 中 ,已 经 用 集合 定义 了 有 序 对 , 以 后 将 
用 集合 定义 自然 数 , 其 他 数字 和 和 字母 也 可 以 用 集合 定义 . 因为 集合 的 元 素 都 是 集合 ,所 以 集 
合 最 内 层 的 元 束 只 能 是 空 集 . 例如 集合 i 性 多 1 1 他 1 1 人 31). 周 此 , 空 集 是 最 基本 ,最 重要 
的 集合 . 公理 系统 构造 的 第 一 个 集合 就 是 空 集 . 


下 面 介绍 ZF 公理 系统 , 它 包 括 10 条 集会 论 公理 .下面 依 次 介绍 这 10 条 公理 ,然后 重 
点 说 明 其 中 几 条 . 对 每 条 公理 者 给 出 一 阶 谓词 公式 , 论 域 包含 所 有 集合 . 

(1) 外 延 公 理 ” 两 个 集合 相等 的 充 要 条 件 是 它们 恰好 具有 同样 的 元 素 . 

(WE (T= yy (ze ror ct y)) 
(2) 空 集合 存在 公理 ”存在 不 含 任 何 元 素 的 集合 ( 空 集 属 ), 
(XIVYY)CyY 让 xr) x 是 宝 集 名 

这 个 公理 是 关 了 集合 论 中 第 :一 个 集合 , 空 集 他 ,由 外 延 公理 可 知 , 空 集 是 唯一 的 ， 

(3) 无 序 对 集合 存在 公理 ”对 任 党 的 集合 xz 和 »y. 存 在 一 个 集合 z, 它 的 元 素 怡 好 为 x 
fla, 

190. 


CT 


i EE se TN = 
诈 汪 二 时 .这 个 公理 构 姿 晶 恰 好 有 -一个 元 碌 的 集合 .如 作 ?和 宫 全 ,在 x 了 时 ,这 
个 公理 和 榴 造 出 黄 个 元 素 的 集合 ,和 好! 如 和 首 训 2 
4) 并 集 人 台 会 理 对 任意 的 集合 ,存在 一 个 集 台 了 , 它 的 匹 素 恰 好 为 工 的 无 素 的 
元 来， 


OA Ye E v(tjn En r)) 

这 个 公理 可 以 由 集会 但 就 名 下 语 ,和 谨 构造 集合 1 他 ,以 避 } ,1 CC114, 它 解决 了 
广 训 并 的 存在 性 (集合 的 广 包 并 是 集合 ). 由 无 序 对 集合 存在 公理 和 并 集合 公理 ,可 以 解决 两 
个 集合 并 集 的 存在 性 (并 集 是 集合 )， 

51 玫 集 公 惠 模 成 (分 离 公 至 模式 ) 对 于 任意 的 谓词 公式 疡 (z) ,对 任意 的 集合 .存在 

-个 集合 yy, 它 的 元 素 * 恰好 取 吓 二 的 元 素 又 使 已 (z) 为 真 ， 
人 了) 

对 “个 基体 的 谓 亲 (谓词 常 项 )Pts) 子 集 公理 模式 就 是 … 条 公理 . 对 相同 的 P(z). 它 
是 不 同 的 公理 . 所 以 , 子 集 公理 异 蕊 不 是 一 条 公理 ,而 是 无 限 客 条 有 同样 模式 的 公理 .因此 称 
为 公理 模式 . 在 9.7.2 节 将 介绍 用 子 集 公理 模式 解决 交集 、 莽 集 , 广 义 交 和 笛 卡 儿 积 的 存 讽 
性 (集合 经 这 些 运算 得 到 的 都 是 集合 ). 

(6) 等 集合 公理 ”对 任意 的 集合 了 .存在 一 个 集合 ,, 它 的 元 素 恰好 是 的 子 集 . 

CYTE EE y(t ECE 2 CE x)) 
公理 措 出 具 集 的 存在 性 {集合 的 咖 集 是 集合 ). 
(7) 正则 公理 ”对 任意 的 非 空 集合 +; 存在 .rc 的 一 个 元 素 , 它 和 > 不 相交 ， 
(Yi Dy y ErA (rN y= 2) 
正则 公理 将 在 9.7.3 中 说 明 , 它 排 除了 奇异 集合 ,防止 发 生 导 论 . 
(8) 无私 会 理 存在 一 个 由 所 有 自然 数 纽 成 的 集合 . 
( 习 7 人 3 

不 中 的 x 是 日 然 数 集合 N, 在 9.7.+t 中 将 说 明 自 热 数 的 定义 和 无 穷 公 理 , 这 个 公理 构造 
了 第 个 盛 限 集合 . 

(9) 尾 换 公理 模式 ”对 王仁 意 的 谓词 公式 Ptr,y) ,如 果 对 任意 的 工 存 在 唯 -的 使 得 
Ptrer) 为 真 .那么 对 所 有 的 集合 :就 存在 一 个 集合 ;, 使 :中 的 元 素 人 怡 好 是 :中 元 娄 .x 所 
对 应 的 于 些 y， 

CYA Er yy) VOI YA EE soda Et A Pir,wy)) 
长 中 (Ya 1 yw)Pte,w) 表 示 
CWT Ty) A Vey (P(r rr = y)) 
名 0 3) 表 示 存 在 叭 的 一 
也 是 公理 模式 , 它 包 括 无 限 多 茶 公 理 . 对 一 个 具体 的 PCr,y) ,就 有 一 条 茜 措 公理 ， 

0 选择 公理 ”对 任意 的 关系 民 , 存 在 - -个 函数 下 , 玉 是 RR 的 子 集 ,而 且 户 和 RR 的 定义 

域 相等 ， 


《PORT 人 
A YI A EA A 2 
村 

* 15]* 


也 可 以 简写 成 
CY 关系 RY ( 避 责 数 FR dom(R) 二 dm 

这 古 有 闫 函数 的 公理 ,将 在 第 11 章 介 结 ， 

在 10 条 公理 中 ,外 延 公理 种 正则 公理 是 描述 集合 性 机 的 公理 , 蒜 他 公理 郁 是 判定 集合 
在 在 的 公理 ,也 就 是 构造 集合 的 公理 . 空 集 合 存 在 会 理 和 无 穷 公 理 不 以 其 他 集合 的 存在 为 前 
捞 , 是 直接 构造 睹 本 的 集合 , 它们 称 为 无 荣 件 的 在 在 公理 , 无 序 对 集合 存在 会 理 . 并 集合 会 
理 .等 集合 公理 .了 集 公理 模式 、 替 换 公 理 模 式 和 选择 公理 是 有 条 件 的 存在 公理 .这 6 条 公理 
都 是 由 已 知 集合 构造 新 集合 的 公理 . 其 中 前 5 条 公理 构造 的 集合 是 唯一 的 ,而 选择 会 埋没 有 
给 出 构造 新 集合 的 方法 , 它 只 判定 了 新 集 台 的 存在 性 , 实际 上 可 能 存在 多 个 满足 要 求 的 新 集 
合 ( 即 帮 在 窗 个 要 求 的 函数 )， 

建立 公理 系统 时 ,总 希望 公 埋 是 彼此 独立 的 .但 在 这 10 条 公理 中 ,无 序 对 集 人 台 存 企 公 蛙 
和 子 集 公理 模式 可 以 由 其 它 公 理 推出 .加 人 这 两 条 公理 是 为 了 使 用 方便 ,下 面 给 出 由 其 它 公 
理 导 出 这 两 个 公理 的 简单 证 明 ， 

已 知 x 和 yw 是 集合 ,下 面 证 明 {xyv} 也 是 集合 . 由 空 集 公理 ,外 是 集合 .由 赛 集 公 理 ， 
书 ( 启 ) 一 ! 启 } 是 集合 ,已 ( 攻 门 一族 入 上 也 是 集合 , 今 集 合 1 二 1 如 ,1 避 ); ,定义 了 Lr,y) 
为 了 PCC) 二 TIPOG} 0)=T, 则 t 和 Plr,y) 满 足 蔡 换 公理 的 前 提 , 由 震 摸 公理 得 到 , 存 
在 由 4 和 构成 的 集合 :一 1 
替换 公理 模式 中 , 令 Ptrxryy) 是 ptr) 信 (x 二 y), 显然 对 任意 的 x 存在 唯一 的 y 使 ple) 
A Cz 二 3) 成 立 . 所 以 蔡 换 公理 模式 的 前 提成 立 , 则 有 

CVCWYSICYHI See 了 zf Et A plz) A (zr = #2)))} 

即 CYCYH EE stu EF A 户 (277 
这 就 是 子 集 公 理 模 式 ,因此 它 是 替换 公理 模式 的 特例 . 


9.7.2 子 集 公 理 模 式 


子 集 公理 模式 是 
VIVRE yr{tz ET plz))) 
子 集 公 理 模 式 是 说 ,对 任意 的 集合 x, 存 在 x 的 子 集 y,y 的 元 素 z 使 ptz) 为 真 , 它 十 紫 
用 于 下 列 情况 ,已 知 车 于 满足 条 件 p(xz) 的 元 素 ,但 不 敌 这 些 元 素 能 否 组 成 一 个 集合 , 这 时 只 
要 找到 一 个 集合 ,使 这 些 满足 菜 件 的 元 素 都 有 z 捷 44. 这 样 就 可 以 由 妇 4 和 ptz) 用 分 离 公 悍 
得 到 集合 


‘x|x E AA pL)) 
这 就 是 那些 元 素 组 成 的 集合 . 
下 面 用 子 集 公理 模式 证 明 交 集 . 差 集 , 广 饼 交 和 箔 卡 儿 积 的 存在 性 . 
定理 9.7.1 对 任 剖 的 集合 4 相互 ,交集 4 门 互 是 集合 ， 
证 明 对 集 台 4, 选取 rEB 为 子 集 公理 模式 中 的 p(x), 由 子 集 公理 存在 集合 
A 二 :zrEeEAAre BB. 
所 以 ,4 44 门 百 是 集合 ， 
定理 97.2 对 任意 的 集合 收入, 基 集 .1--B 是 集合 ， 
.152 。 


证 明 ”由 集合 4 和 谓词 公式 zx 名 五 ,依据 子 集 公理 .存在 集合 
二 
所 以 ,和 2 一 4 一 五 是 集合 ， 
定理 9.7.3 对 任意 的 非 空 集合 -1.1 义 交 门 4 是 集合 ， 
证 阴 对 非 空 集 台 站 ,存在 届 ©4. 选 到 公式 (Vy) (yd 一 zxEv) 为 pli) ,依据 子 集 公 
理 , 对 集合 4. 和 上 述 公 怀 , 存 在 集合 
A EAA VyE .le yi. 
此 外 N44= ret 和 rEw),', 
由 和 YA 一 rE vw) 可 以 推出 x 亡 , 所 以 24, 二 门 2 站 24 屁 集 谷 . 
定理 9.7.4 对 任意 的 集合 -1 和 如 ,和 尔 卡 儿 积 A4XB 是 集合 . 
证 有 明 对 任意 的 :rs) .有 
-EAAyYyEB 
=>r 人 EBAyEAAUE 
过 (ry? PPCA UB) (定理 9.5.18) 
显然 PPCAUB) 是 集合 .选取 公式 p(z) 为 
z= ry TEAAMyEB 


可 以 构造 它 的 了 集 
‘iz|z EE PPAUB)Az= ry rEeAAyEB 
这 就 是 了 4X 互 .所 以 4X 吾 是 集合 . 
下 面 册子 集 公 理 证 明 一 个 重要 结论 . 
定理 9.7,5 不 存在 集合 ,使 任 一 集合 都 是 4 的 元 素 ， 
证 明 念 设 存在 集合 4, 任 … 集 人 台 是 44 的 元 素 . 选 p(x) 为 + 和 zx, 司 据 子 集 公理 ,存在 
集合 


A 二 {rzEANrE rr!, 
如 EAT 
取 > 一 避 ， 则 有 
A E AAoEAAN A EA. 
如 果 起 所 及， 就 有 A 所 4o 全 4 区 4 这 是 不 可 能 的 ,所 以 4A, 所 及 ,与 假设 巴 盾 . 定理 得 证 . 
下 面 说 明 , 为 村 么 以 前 规定 介 信 不 存在 ? 
假设 自如 是 集合 , 则 由 广义 记 的 定义 ， 
TENMNDONYNIOYyE Gr Ey). 
因为 yE 铬 了 永 假 : 所 以 右 式 永 真 .于 是 左 式 zE 门 字 对 所 有 > 永 真 . 于 是 自 攻 是 所 有 集合 的 
合 . 与 定理 9.7.5 齐 盾 ,因此 规定 介 放 不 存在 . 


9.7.3 正则 公理 和 育 居 集合 


首 完 定义 非 空 集合 的 极 小 元 . 
定 尖 9.7.1 对 任意 的 集合 44 和 8B. 沼 有 AEB 月 4 门 B= 宪 ;就 称 A 为 睛 的 一 个 极 
小 无. 
"153 ， 


例如 集合 号 一 是 宅 ， 这 二 交 是 站 的 要 小 元 .本 不 是 是 的 
极 小 亏 . 

和 正则 会 埋 是 说 证 - 非 空 售 谷 格 有 极 小 元 - 

(yi EE) 

下 加 公理 又 称 为 基础 公理 或 归 制 公 惠 ,由 这 个 公理 可 以 推出 集合 的 一 些 重 要 性 质 

定理 .7.6 对 任意 的 集合 恒 .4 包 .1 

证 明 想 访 存在 集合 训 ; 使 二 EE 有 4. 可 以 构造 集合 :414;, 有 .34E:d1:. 由 正则 公理 ,1.341 有 
松 小 元 ,这 只 能 是 {的 叭 起 于 4 因此 ,A 站 .4 二 多 是 二 居中 则 .与 1 有 
公共 契 沾 . 即 二 间 i 关 各 .产生 也 和 .所 以 A&E 4. 

定理 9.7,7 对 任意 的 集合 如 和 有 4., 有 

-4 EA4AALEAy 


证 明 留 作 上 忠志 蜗 . 

定理 9.7.8 对 任何 韭 空 的 传递 集合 到 ,有 名 E 4. 

证 明 由 设 存在 非 空 传 递 集合 4, 有 地 多 4. 由 正则 公理 ,A 中 有 极 小 元 wy. 全 vwEA4 生 
3 门 并 三 阅 , 由 假设 请 总 和 4A. 则 yy 壮族 .由 正则 公理 , 非 空 集合 y 有 极 小 元 xz; 使 zEy 莫 z 门 y= 
六 .因为 4 是 传递 集合 ,日 zEy 和 yEA4, 所 以 zE 4. 再 省 讶 zExy; 则 六 门 有 示人 , 产 皇 节 折 . 
结论 得 证 . 

由 定理 结论 局 扎 刀 ,可 以 进 -- 步 推出 门 4== 必 ,因而 作 A 是 传递 集合 . 这 是 定理 89.3. 18 
的 结论 . 

下 面 讨 论 厅 异 集 合 的 有 关 癌 题 . 

定 兴 9.7.2 如 果 集 合 直 中 有 集合 的 序列 oE 牛 0EO 和 4 全 如. 使 得 

站 

或 简写 为 ‘EAEDE EELEAEA,, 
就 称 4 为 奇异 集合 

定理 9.7.9 奇异 集合 不 满 是 正则 公理 

证 明 设 寺 为 奇异 集合 , 则 :! 中 的 - 些 匹 素 满 呈 

A 于 是 可 以 构造 4 的 非 空子 集 

B= tiAcA. A A) 
鼎 设 中 有 概 小 元 起 习 守 . 则 二 B 有 A 站 B= 访 , 然而 ;因为 4 全 A, 和 及 .所 情 ,所 以 

AN : 生 下 盾 , 国 此 总 没有 极 小 元 ,不 满足 正则 公理 . 奇异 集 台 4 不 是 集合 

定理 9.7.10 若非 空 集合 4 不 是 奇异 集合 , 则 如 满足 正则 公理 ， 

证 明 和 候 设 4 中 没有 棋 小 元 . 则 对 任 -个 4,E 343, 都 存在 2, 使 AAEA6 有 AE 
也 不 是 44 的 极 兴 无 ,应 存在 As; 使 志 所 4 且 如 E4. 依 此 类 推 ,4 中 应 有 元 素 es 
起 :使 得 


“EMEAEA EmEA EDA, 
因此 :1 是 椅 宣 集合 ,与 忆 知 并 悄 , 所 以 寺中 有 极 小 元 .1 满足 正则 公理 
定理 指出 . 若 伍 在 奇异 集合 ,好 不 满足 让 则 公理 ; 闪存 在 正 则 公 中 ， 则 不 存在 奇 措 藉 合 
正则 会 理 是 四 制 伍 的, 它 排除 了 奇异 集合 的 存在 . 人 下 疫 有 有 正 风 全 
去. 1917 外 提出 了 了 奇异 集合 网 是 .1925 年 提出 了 正则 公理 . 解 闫 了 奇 第 集合 问题 
15351， 


9.7.4 无 穷 公 理 和 自然 数 集合 


无 穷 公 埋 给 出 并 热 数 集合 的 在 在 性 , 下 面 先 定 文 月 然 数 ,再 说 明 无 穿 公 再. 

定义 外 7.3 对 任意 的 集合 -可 以 定义 集合 一 ULi 把 村- 称 为 缮 的 后 继 :4 称 
为 忆 的 前 驻 . 

定义 9.7.4 集合 0 一 安 是 一 个 自然 数 . 若 集 合 是 一 个 自然 数 . 则 集合 n 一 1=x 也 是 


-个 自然 数 . 
按照 这 个 定 多 ,可 以 列 出 各 自然 数 
"= 六 
i=0=0U 0 = .0 
2=1 =1U {1 = 0,1 
3= 2 =:21 12} = :0.1.2; 


对 任 一 个 自然 数 坟 十 1; 则 
i 二 1 一 2 一 0] nt!. 
0 深 有 无 案 .1 有 一 个 元 宕 ,2 有 购 个 光 素 ,所 以 ,这 样 定义 自然 数 是 合理 的 ,很 容 萄 定义 
叶 然 数 间 的 大 小 关系 . 
定义 9.7.,5 对 任意 的 自然 数 襄 入， 


HW NS CO RR > Nl 


Mm AEN CC nn i, 
下 旁 公 山 是 
(dN)Y (CD ENA (YIVENTYy EN)) 
盛 穷 公 到 给 出 了 自然 数 集合 入 的 存在 性 , 式 中 的 AN 就 是 自然 数 集 全 .依据 外 延 公理 ,日 
然 数 集 合 是 唯 -的 . 
下 面 讨 兴 自然数 的 一 歧 性 ， 
定 尽 多 7.6 对 集合 二, 如 果 对 任意 的 集合 4.E4 和 AA.E A, 使 
Ed A= ,AEA 
二 和 愉 好 本 一 个 成 立 , 戌 称 集合 4 有 三 歧 性 . 
例如 集 语 3 一 2201 2 因为 0E10E2 IE2 所 以 3 有 二 歧 性 . 
定理 9.7.11 集合 N 有 二 歧 手 ,和 舞 个 自然 数 都 三 三 层 性 , 对 任意 的 自然 数 站 和 7 有 


mV 


2 题 9 


1， 出 出 下放 备 集合 所 有 的 超 素 
(7 rr 
600 1 一 | 是 才 进 制 数 中 的 一 位 数 个 ，: 


《3 本 一 VD 
《| 
2 写 出 上 列 集 合 的 表达 式 
{13 小 十 5 的 非 负 整数 集合 ， 
(2) 10 的 整数 倍 的 集合 ， 
(3) 奇 整数 的 集合 . 
(4) 137 113:13.17:19.23.29、 
， 给 出 集合 于 ,B 和 局 的 例子 ,使 AERBBEC 人 但 480. 
出 集合 4.B 各 忆 的 人 册 字 ;使 AEB,BEC 且 AEC. 
， 确定 下 列 命 题 是 省 为 鼻 
(1) 入 二 议 ， 
(2) 入 万 久 ， 
(3) ZEIZ}, 
(4) BELT:, 
(5) {12}! 
(6) IIE 
(7) 1 好 ) 它 
(8) 11IE 
{9 ap} {tape ladecy} 
10) fa ple abes {fat 
CY lap aap liarp:t 
(C12) Tah} Eap es {apr}, 
5， 对 任 全 的 集合 有 4,B 和 心 ,下 列 合 题 是 否 为 真 .车 舱 则 证 明之 . 若 假 则 举 肥 例 . 
(1) 若 4AEB HH BEC; 则 AEC. 
(2) 若 AEB 且 BC. 则 A 二 C. 
(3) 若 AEBH BEC, 则 AELt. 
(4) 莒 EEB 且 BC 则 久久 纪 ， 
7， 写 出 上 列 集合 的 寡 集 和 笛 卡 儿 积 
(1) taste 和 的 宪 集 ， 
(2) 411,12))) 的 办 集 ， 
(3) ge 人) 的 寡 集 ， 
【4 1 
(5) POCPCOODYY XX PP (GY). 
383, 设 B=POP(P(E YI)), 
(1} 是 省 如 EB? 是 否 必 BB? 
(2) 是 否 ! 人 0!IEB? 起 省 1 上 ?9 
(3) 是否 让 2 ER? 大 从 BB? 
，156 ， 


~ | 
这 


一 


i 
1 


959， 图 出 下 列 集 侣 的 文 氏 图 ， 
(ly (NN -BB}, 
(2 ANBY CO. 
[3)》 AB UCY. 
]0. 用 公式 表示 下 询 交 民 图 中 的 集合 : 


er 
i 
- 才 
二 
Lo—] 
从 


CD . 
12. 设 全 集 上 == 11,2.3,d4.5), 集 会 有 4 一 :1,41B 二 :1,2,51,C 二 12,41, 求 下 列 集合 ， 
(1) A 门 一 占 ， 
(C2) (AN BU C0, 
(3) (ANMB), 
C4) POA NTSB), 
C5) POAY - PCB). 
13， 给 定 NN 的 下 列子 集 ,B.C, 为 
A ,27.8 B={r 4 301 
(一 人 riosrs20Azr 可 被 3 整除 )， 
D=!r|r=2 AKEN AOLKES). 
列 出 下 列 集 合 的 所 有 苑 素 . 
(1 AUCBU (CU DY), 
(27) AN BN (CN DY). 
64) B- (CALCO), 
4) cB ALiD. 
14. 1 出 下 列 集 侣 ， 
条》 同和 
(2) 门 212.31912.34 {3,4.5)1. 
15， 与 出 下 齐集 人 台 . 其 中 :PP4) 一 POP ,PPP(A)=PCP(P(CANNY. 
和) 
人 2 MN PPPEOEYI PPIZY Pe), 
一 ,出 集合 
(1 (UPN). 


让 
天 


中 
| 一 
Cl 
一 
量 


{2) LU 和 大 (1). 
， 设 4.B 和 是 任意 的 集合 ,证 明 : 
f1y 6 及 一 CC 一 4 一 (8UC)， 
(23【4 一 号 ) 一 人 一 (4 一 和) (BC)， 
人 3) 于 二 并 号 A 人 OB 一 庚 ， 
(4) AECA BECEAL BEC, 
(5) CL AACEHOCELANE, 
(6) AN BeAC—BOBC—A. 
18, 注 足下 列 条 件 的 集合 4 和 BB 有 什么 关系 ? 
{1}) A—B=B, 
(2) A—B=B—A, 
(3) A 门 B=ALB, 
(4) ABB= A. 
19， 给 出 下 列 命题 成 立 的 充 婴 条 件 ; 
(1) 【六 一 五) LU 一 和 三 二， 
(2) (4A—B)U (CAC0)=， 
(3) (AB G1- 人 0)= 久 ， 
(4) (CA— BDA—C) = 
20. 给 出 集 台 4 和 如 的 例子 ,使 
CN 如 站 区 站 吾 ) 汉 门 5 呈 站 号) 
21， 对 非 空 的 集合 的 集合 A. 证 明 如 三 已 (2)， 
22. 证 明 集 合 44 是 传递 集合 当 且 仅 当 山 A 三 4. 
23. 设 甩 二 ib), 写 出 集合 PCA)XA. 
24， 上 下列 各 式 基 天 成 立 ? 成 立 的 证 明之 ,不 成 立 的 举 反 例 . 
(1 CANBY XCCND = CAXOIN BXD), 
(2 CAUBYI XCUDS= CAXCIU Bx D), 
(3) (CA—BIX(C—D)=(AXC— (BXD), 
(4) CATBI x CBD) = AKODEB XD), 
(5) CA— BYXC= (AXC) "(BXO). 
(BB) (CADE XC= AXXODB XC. 
25. 计时 :; 若 AXB=A4AXC 月 A4 关 省 则 B=. 
26, (1 若 A4XB= 扩 ; 则 44 和 加 应 满足 什么 条 件 . 
(2) 对 集合 和 4, 是 谷村 能 详 = 有 X44 
27. 是 球 队 有 38 人 .篮球 队 有 1]5 大 ,排球 队 有 20 大 ,三 个 队 队 员 共 58 人 ,其 中 53 大同 
由 二 个 队 ,加 尊 时 参加 两 个 队 的 人 有 开 个 . 
28. 球 ] 至 250 之 间 能 被 2.3.5 中 任何 一 个 整除 的 整数 的 个 数 . 
25. 溃 沁 是 集合 .不 合用 无 手 对 集合 在 在 会 埋 十 明 .1 是 集合 . 
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30， 让 上 明 不 存 全 集合 二 4...4;. 志 使 


AEAAAME AAEL A EA 


， 证 明 不 存在 由 所 有 单元 素 集 侣 织 成 的 集合 . 
2, 证 明 在 在 所有 素数 组 成 的 集合 . 

3， 证 时 若 刀 是 传递 集合 , 则 4“ 是 传递 集合 . 
34.。 判断 下 列 集 合 是 涯 传递 集合 .是否 有 三 玻 人 性 ， 


tl ‘1 ,23}，, 
(C2) {10.1. {117}. 


第 10 章 关 系 


关系 中 在 集合 上 定 艾 的 -个 常用 的 概念 .例如 ,在 自然 数 之 间 可 以 定义 相等 关系 种 小 于 
关系 .在 命题 全 区 之 间 可 以 定 广 千 价 关系 和 和 水 真 草 洱 关系 ,在 集 当 4 的 各 了 了 和 集 之 间 可 以 由 
名 由 等 大 条 和 和 包 合 关系 .此 外 .用 学生 和 课程 之 间 李 在 选课 关系 ,在 课程 表 上 上 反映 了 谍 程 、 班 
级 .教师 、 教 坚 , 时 间 等 之 间 的 关系. 关系 就 是 联系 ,也 融 是 歇 射 .水 煌 据 库 的 种 重要 类 型 关 
系数 据 库 中 保存 了 各 数据 项 之 问 的 关系 . 美 系数 据 库 中 的 数据 结构 就 是 按照 本 章 所 定义 的 
关系 设计 的 . 


10.1 二 元 关系 
10. 1.1 二 元 关系 的 定义 


定义 ]0.1.1 对 集合 汪 和 二, 汪 区 二 的 祭 : 子 集 称 宙 总 到 吾 的 一 个 二 元 关系 ,: : 般 记 
作 民 , 若 t20y) EER; 可 沁 作 Ry: 若 Levn? 舍 呈 , 可 记 作 站 yy. 在 4= 玉 时 ,44X 有 4 的 任 ~: 子 人 
称 为 4 上 的 一 个 下 元 关系 , -元 关系 村 简称 关系 ， 
以 形式 上 说 ,一 元 关系 是 第 卡 儿 积 的 子 集 , 换 句 话说 , 它 是 有 序 对 的 集合 , 从 语义 上 说 ， 
一 元 关系 是 集合 由 和 总 匹 素 之 问 的 联系 , 从 下 面 的 例子 可 以 看 出 这 种 联系 . 
例 1 设 和 A 一 ;0,1. 号 一 55 则 
RI 一 10 
民 ， 一 a Dd et 
是 如 汉口 的 两 个 元 关系 ， 
Ry = 10? 0; 
R, 人 


| 


是 上 的 珊 个 二 元 关系 . 
例 2 设 站 = 141,1253j. 定 义 半 上 的 关系 DD 和 工 , 为 
D5= ir EXAvEXTAr 贡 除 y! 
| 
于 是 . 疡 臣 


1 = 

例 3 对 任意 的 集合 44, 在 P(A) 上 的 包含 关系 RR, 和 真 包含 关系 R; 定义 为 
R= ra lr EPOAIAYEPCDY A Cy, 
Ro EP veEDPELAT vw 


"Blls 


其 4 二 休 生 则 五 (人 一: 攻 ， 人 PIT 的 开关 及 :是 


Ro GG 
RkR.— yn 站 本 


元 关系 是 二 志 织 的 集合 .推广 这 个 机 人 礼 , 可 以 内 元 组 的 集合 定义 4 无 关 勾 ， 
定名 10.1.2 若 nEN 有 19 


ye 是 个 集会 ;风潮 入 的 企 -- 
子 集 称 为 屿 二 到 0 十 的 -个 无 淆 系 . 


10. 1.2 特殊 的 关系 


下 而 定 交 三 个 二 上 的 特殊 史 交 系 ， 
定 愉 10.1.3 对 任意 的 集合 以. 
fi) 六 上 的 桓 等 关系 下定 区 为 


7 一， 和 1 ， 
(2) A 上 的 全 城关 系 ( 全 关系 )E; 定 处 为 


下 = 人 Tree [I+ EArEA. 
(3) 好 是 二 上 的 空 关系 ， 


例 4 说 4= .ae 入 则 
了 一 A 和 


Ea 一 | a ‘B,D, 四 


10. 1.3 定义 域 积 值 域 


定 灾 10.1.4 对 4 到 辣 的 一 个 美和 只 可 以 定妆 
(1 有 的 定 文 域 dom( 尼 ) 为 


domtR} = x|(dy (try EE Ry;, 
C2) 民 的 值 域 rant 有 R) 为 


rNntR)Y yd ry EE RY, 
(3) 的 域 fld(R) 为 


Hd(R) 二 domtR) UL rantn)., 


例 5 设计 = {weyB 二 bcd);yd 到 8B 的 关系 R= C6) vet dd 1, 则 
dom(R} 一 Ta) 
ran(R} = therd}, 
fld(R) = 4a.b,cd ， 
定理 10.1.1 对 4 到 B 的 关系 民 , 如 果 tr.yER: 则 xzE UUR,yEUUR. 
证 明 


已 知人 人 局 . 即 sy 和 民国 是 天 的 元 素 的 元 素 , 故 4rsyig 出 
RR, 轩 上 各 是 山 民 的 元 来 的 元 类 .点 EURyEUUR. 


定理 10.1.2 对 到 BB 的 关系 民 , 则 


{ld(R} 一 局 局 并. 


证 明 ”对 任意 的 上 着 4 万 HdRD 罗 2 Edom(R) 成 2 世 rantkR}. 则 在 直 全 人 ww 并 


" 161。 


或 yy7 “CE 上 ke. 这 时 部 有 4 所 U LR. 
对 任意 的 直 若 1E UUR, 因 为 尺 的 无 素 的 形式 是 ,yy 和 所 以 必 大 在 站 合作 1， 
了 Ed 


10.2 关系 给 隆 和 关系 图 


描述 关系 的 盯 法 有 二 种, 集合 玉 达 式 、 大 系 短 阵 和 关系 图 . 关系 的 定义 使 用 了 集合 表达 
卡 , 这 一 节 介 绍 语 表 种 方法 . 寻 有 和 限 集 合 上 的 关系 ,采用 关系 和 捧 阵 和 美 系 疼 的 方法 .不仅 使 分 
析 更 叮 方 使 ,而 旦 有 利于 使 用 计算 机 处 理 ， 


10.2.1 甘 系 给 阵 


定义 10.2.1 设 集 会 人 rT 
人 的 -个 关系 , 则 民 的 关系 外 阵 是 wxXn 矩阵 Ow 行 n 列 的 矩阵 ) 
M{RY = (7),., 
敌阵 元 内 是 7,,[[ 


其 中 1 
(2) 若 尺 是 下 上 的 一 个 关系 , 则 民 的 甘 系 弧 隆 是 坟 %w 方 阵 tin 行 .m 列 的 矩阵 
MERY = Cr om 
其 阵 元 素 是 zx,, 有 日 


(1, 当 trr ER 
r= 
DR 


其 中 i 和 1 和 让， 

二 到 五 的 美 系 尺 是 小 XB 的 子 集 ,AXB 有 mxXn 个 有 了 序 对 .矩阵 了 肿 (R) 有 mm 行 (行为 
横向 7 x 列 ( 列 为 竖 同 ,共有 天 汉中 个 元 素 ., 国 此 ,MICR) 的 每 个 元 素 恰 好 对 应 4X 五 前 一 个 
丰 序 对 ,用 时 ( 瑟 ) 中 元 吉 六 的 值 表示 有 序 对 (ev 是否 在 攻 中 ,因为 只 有 六 和 和 两 种 情况 ， 
入 以 王 愉 记 和 蔓 0 和 上 是 合理 的 ， 

例 1 设 芳 =1asoriT TY 一 ro 到 工 的 美 系 具 为 

Ro TN a CT 

则 及 的 关系 矩阵 是 
们 nr 

0 1 


0 < 

MR) = | 
0 0 0|， 
0 1 Oi 
™ VY 


和 有- 香 蓉 丰 方 和 下 六 标注 了 入 和 YY 的 元 罕 ,标注 表明 .， 对 应 第 1 行 . 训 对 应 第 ?和 
夺 民 第 1 放 . 信 此 类 推 ,二 此 ,第 | 行 第 3 询 突 点 的 ,一 ] 开打 ow 蕊 及 ,而 第 3 和 行 第 |] 询 
i 


人 和 的 元 于 分 别 进 行 了 排序 ， 这 
于 琉 椒 如 在 向 | 这 起 个 和 的 有 这 对 ， 
例 23 坝 -和 


一 :+ | 1 1 $0 I 1 .3 
到 天 系 的 关系 市 阵 丘 
和 
y ] 1 | 
oo 
1 1 1 4u 


集合 二 中 元 素 的 排 计 是 105.3.4 有 二] 对 应 第 1 行 . 第 1 列 , 依 此 类 推 . 
10. 2.2 关系 图 


定 兴 10.2.2 设 集 舍 入 一 二 

(六 尽 是 到 的 一 个 括 系 ; 则 情 的 关系 图 是 -个 六 有 向 图 G(R) 二 VE, 它 的 庙 点 
傈 是 下 一 六 局 ; 边 信 是 二 ;从 到 的 有 回 边 4, 大 记 . 当 且 促 当 ry)ER, 

(2) 若 及 大 民 上 的- -个 关系 , 则 只 的 美 系 轿 是 -个 有 向 图 GR}= CV. , 它 的 项 点 集 
是 了 一天, 边 集 是 ,从 二 到 的 有 疝 边 eE 瑟 当日 仅 当 tix,wr)ER. 

关系 图 中 一 条 有 问 了 过 对 应 & 中 的 一 个 有 序 对 (ri) ,二 者 一 一 对 应 , 图 形 表 未 形象 
下 焕 , 吻 于 理解 . 

例 3 对 例 1 中 的 六 到 六 的 大 系 下 , 美 系 园 GUR} 如 图 154.2.1 所 页 ,在 太 关 立时 .为 了 
图 示 清 可 ,通常 把 定 艾 域 的 元 素 1,4: 等 如 让 一 边 , 把 值 域 和 中 的 元 案 3 珊 在 劳 - 边 ， 

例 #4 对 倒 2 中 的 和 上 的 关系 六 ,其 系 图 (如 j 妈 10,2,2 所 对 汪汪 的 关系 .关系 
多 中 光 最 不 区 分 定义 域 和 值 城 .至 个 质点 妇 可 以 发 出 有 辣 边 . 叉 可 以 收 到 在 向 过 


EN F 一 三 


[ 4 由 
4 WY U 
图 10 图 10.2.2 图 10.2.3 


例 和 对 =，aspsri 的 关系 
R -a sdh, idsh,, bh},, 
关系 图 个 (下 如 图 10.2.3 所 大 ,图 中 内 4 旬 a 的 有 向 边 表示 aay 企 玉 .这 类 和 有 向 边 称 为 
站 需 . 


10.3 关系 的 道 、 合 成 .限制 和 象 


加 加 岂 时 2 和 er a - 1 
上 关东 的 记 昂 人 人 成 村 让 机 


We 


» Dis 


造 新 关系 的 方法 ,也 都 是 大 系 的 运算 ， 
10.3.1 定义 


定 半 10.31 对 苹 到 了 的 甘 系 R,Y 到 ZZ 的 关系 SN ,全 类 
(1 及 的 道 R 为 到 XX 的 关系 
R= Yi， 
C20) RR 是 上 5 的 合成 535RR 为 XX 到 ZZ 的 关系 
Ss R= ry CF rr ERA VE Sd),, 
此 外 ,对 任意 的 集合 ,还 PJ 定义 
(3) 尺 在 有 A 上 的 限制 Rt2 为 A 到 Y 的 美 系 
REA roliey :eRArTE A', 
(4) 有 4 在 尺 下 的 象 民 [A4_ 为 集合 
R[AJ = iy (AC EARN Gn € RY), 
对 玉 的 每 个 有 序 对 (zy) ,把 摧 个 元 颠倒 得 到 有 序 对 (ve ,这些 (yc 的 集 台 就 是 
R 把 民 的 半 系 图 中 每 个 有 向 边 的 方向 斯 倒 就 得 到 只 :的 关系 图 ， 
如 果 在 关系 尺 和 5S 中 各 有 -- 个 有 序 灶 ,使 (rz)ER 且 (z,y)ES, 则 (xr,y) 是 关系 仿 。 
尺 的 起 素 . 而 且 1:S。 愉 包含 爹 部 这 样 的 有 序 对 . 关系 的 合成 如 图 10. 3. 1 所 示 , 因为 <5,6) 所 
R 有 是 (6,7)E5,- 邦 (5,7)ES。R,. 昌 有 (1.,2)EKkR, 但 不 存在 yy 使 这 ,y)ES, 故 没有 yy 使 (yy) 
ES' RRR, 也 没有 使 (x ,4)ES :RR. 


信介 玉 


图 10.3,1 


注意 ,区 到 Y 的 关系 尺 和 YY 到 2 的 关系 5S 合成 为 S$o。 民 ,而 不 写成 尺 。S,( 注 :有 的 书 
瑟 为 尺 。5, J)S。 上 是 芝 到 2 的 美 系 . 为 了 求 $ > 民 , 应 把 只 中 每 个 有 序 对 与 S$ 中 每 个 有 序 
对 一 一 配合 , 氛 此 在 定 澡 * 展 的 每 个 有 序 对 ， 

呈 “ A 是 关 系 尺 的 了 集 . 其 中 每 个 有 序 对 Cr,yy) 满 足 7EA. 叶 以 说 尽 14 是 玉 到 的 
大 系 , 也 加 以 说 是 苹 到 了 的 关系 , 当 dom(tR) 守 4 时 ,RR' A=R. RiA] 是 一 个 集合 , 它 实质 
上 是 呈 站 .5 的 值 域 ， 

例 上 设 集 台 寻 工 的 关系 玉 为 

A= adat {lari}, 


下 


" 184. 


则 


例 2 


旭 


之 2 
和 一 a 
2 1 


R= ud 

re ‘Ad | ao 
x ‘a 二 
一 

RR ‘i ”一 {i au |! 


没 集合 上 的 关系 尺 和 3 为 


R= 2 
| ” 


Ri 
四 -上 二 ld 
RNY= . 


10. 3, 2 S。 玉 的 关系 矩阵 


及 ”的 关系 矩阵 肛 (R 就 是 民 的 关系 矩阵 的 转 冒 矩阵 .也 就 是 说 ,把 邮 ( 蚊 ?中 等 一 对 
r, 和 了 ,0 关门 百 搞 就 得 到 邮 (R 下面 介绍 类 全 的 关系 短 阵 前 方法 ， 
如 果 4 是 有 限 集 合 ,|41|= 站 关系 呈 和 和 汪 都 是 如 上 的 关系 ,丸和 汪 的 关系 扯 阵 


背 


有 (中 ) 一 Cr,,) 和 MS) 一 《3 


是 nxn 的 方 阵 . 于 是 3 :了 R 的 关系 和 矩阵 


MS» RY = Cw,,). 


订 以 用 下 述 的 算 阵 逻辑 莱 法 计算 ‘(类似 十 矩 阵 习 法 ). 可 以 号 为 


Mts -RR} = MCRYMES), 


其 中 tw, 一 CraAsw), 这 是 由 用 (S) 和 如 CR) 的 元 素 计 算 MCS。R) 的 元 案 zs 的 方法 , 式 


中 的 太 和 WW 分 别 为 在 集合 :0.1!; 上 的 运算 ., 户 是 轴 辑 苹 ,1A1=1, 而 0Al=1A0=0A0=0 
( 它 对 谱 合 取 词 ). VY 是 逻辑 和 ,OV0=0, 1Y0 二 0VY1 二 1Y1 二 1( 安 对 应 析 取 词 ). 


例 3 


民 一 全 1233 4》 人 22》 
由 二 1 人 2 24 3 1 3>》)， 


则 

‘0 1 0 0 
0 1 0 0| 
MR) = ! 
0 0001 
it & 0 6 
0 0 1 01 
. 0 0 0 1 
au 一 | 
1 0 0 0 
1 

于 起 
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MR SI 一 MSO = 
1 0 0 
‘ 1 0 0 
其 中 
WO AV Ce A rss A ra VG 
= AOY (OAVY OADYY DA 
到 站 站 一] 
Wy 一人 
=OAOYW OADY AYVUA=0 
此 外 
0 0 0 1 
lo 0 1 
MS :R= MORIMGS) = . 
0 1 0 0| 
9 0 0 ol 
10. 3.3 性 质 


定理 10.3.1 对 义 到 Y 的 关系 尺 和 Y 到 ZZ 的 关系 5S, 则 
C1) domtR ')=ran(R), 
(2) rantR ‘1}—=dom{R), 
(3) 【及 I=R, 
(C4) tS » RY I=R leoN ! 
证 月 
(1) 对 任意 的 x, 有 
TE domR od tr yy EE RR .) 
Iya EE RGr ECE ran(R), 
Wi dom(tR DD=rantR)y, 
(2) 类似 于 和) 
(3) 对 任意 的 4zyy)》， 有 
Ty EE ROIYAY ER Ory ER )|! 
所 以 ,CR ') '=R. 
(4) 对 任意 的 (xr,y), 有 
(rr 
dy RA ru ES) 
dES hr EER.) 
人 
WS RY (=R "ST. 
定理 1] 和 32 对 所 到 工 的 关系 外 天 过 的 关系 上 ,和 到 下 的 关系 妨 , 则 
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(RN oR= RS -A). 
证 明 对 任意 的 Se ,和 有 
(ry ER 
20) 
dara EQ A df ES A vy EE RY) 
dd ER ESA ty EE RK) 
SIO EE (HA vy EE ER) 
ry ER (SS+: m) 
HER SI RR (Ss* Wm). 
关系 的 合成 是 关系 的 运算 .定理 吉明 ,这 个 运算 满足 结合 律 .但 是 它 不 满足 交换 律 ，: 般 
REER :SS, 
定理 10.3.3 对 基 到 Y 了 的 关系 让, 和 R;,Y 到 2 的 关系 RR, 有 
(1) RCRAUR)=R, : RUR,: R,, 
Co Ri CR RNR RR R;, 
对 并 到 了 的 关系 Ri 到 了 Z 的 关系 只 .Ra ,有 
(3) CR OUR) R=R,* RU Rs Rs;, 
AY CR MN Re) RCR RR, + Rh,. 
‘注意 ,规定 关系 合成 符 优 先 于 集合 运算 符 .) 
证 明 只 证 (2) ,其 他 留 作 思 考题 . 
(2) 对 任意 的 zy 可 得 
roy) EE Rie (CR, NM R;) 
(deer) EE Re NM Ry A try) EE RI) 
IE TE EE Re A rie) E RA (ery) EE KR,) 
(ds) Tre) EE 天 ey) E RD) A (dllrz) ER 站 yy EE RI) 
OT yi EE CRL? Re A rry? EE (Ro Kk;) 
Fry) EE CR Re (CR: RR,} 
所 以 ,Rs (RMN ROCR, » RNR Ro 
定理 10.3.4 对 元 到 了 的 关系 只 和 集 台 4, 上 ,有 
C1) R[AUB]=R[AIUR BI], 
(2) RUAJ= URLBJIBE A}, 
(3) REAN BIERLAINRLEJ, 
4) RENMNATENMNIRLBJIBE A},A¥Y, 
(5) RL[AJ— RELBISR[EA— Bl. 
证 明 ”只 证 (2) 和 (3), 其 他 留 作 思考 题 . 
(2) 对 任意 的 y, 可 得 
yeERU ASy EE ran(RV UU A) 
< 了 .rr Ar Et Ra) 
dd BEAArEBA (rw Et R) 
OIBIIBE LAN IA EBA ry €E R)) 


BB AAvE RB') 
SIEREB ARB ERB]BE.1:) 
=yEL RIBIHEL. 
条 以 .天 A]— URIB'IBE.L. 
(3) 对 任意 的 x, 可 得 
y€E RIANB AireAN Bi ss ER) 
dA 人 A) 
je A i EE RYA AIEEEBA ry Et ) 
cay €E RIA Fy € RCEB. 
=y EE REA AN REB] 
所 RANBIERCAINRLB. 
定理 中 有 三 个 结论 是 包含 关系 .下 面 举 出 真 包 含 的 例子 . 
例 4 设 管 数 集 台 工 上 的 关系 民 为 
及 一 ;er TEZAYyEZAY 2， 集 台 了 = 411,21.B=10: 一 1, 一 2}, 
于 是 , 哄 [4 一 14 RB]= 10,1.41, REA] 门 RiB8]== 人 1,4). 但 是 ,4A 门 BB 是 作 ,R[A 
NB]=F. 
此 新 ,A 一 晴 二 :1 ,2;,R[4 一 Bj 二 1.4). 但 是 RiA] 一 RL[8]= 儿 . 


10. 4 关系 的 性 质 


在 实际 问题 中 ,我 们 感 兴趣 的 往往 不 是 一 般 的 关系 ,市 是 具有 某 些 特殊 性 质 的 关系 . 为 
了 更 好 地 处 理 这 些 关 系 , 有 必要 深 人 研究 关系 的 性 质 . 对 如 上 的 关系 来 说 ,主要 的 性 质 有 : 
月 反 性 , 非 自 反 性 .对称 性 .反对 称 性 .传递 性 . 这 一 节 定 义 这 些 性 质 , 并 给 出 若干 结论 ， 


10.4.1 定 光 


定义 10.4.1 对 有 克 上 的 关系 虹 . 若 对 任意 的 +E 4 都 有 xRc; 则 称 尺 为 4 上 自 反 的 关 
系 ; 莽 对 任意 的 x 全 A 都 有 zz 后 , 则 称 民 为 A .上 非 自 反 的 关系 . 
这 个 定 关 也 可 以 写成 ; 
下 是 妇 上 自 反 的 汪 (YX(rEA—rRr), 
尺 是 有 上 非 白 皮 的 富 (WrYrEi xrR), 
例 1 人 在 非 空 集合 丸 上 的 恒 千 关系 1 和 全 关系 五 都 是 自 反 的 . 
在 集合 号 一 4zIrENA-: 天 0 上 的 整除 关系 Dis 和 小 于 等 于 关系 1s 都 是 自 反 的 . 
在 集合 4 的 项 集 P(A) 上 的 包含 关系 三 和 相等 关系 二 都 是 自 反 的 ， 
这 些 关 系 都 不 是 非 自 及 的 ， 
全 2 在 非 空 集合 4 上 的 空 关系 疗 是 非 自 反 的 .在 集 台 N 上 的 小 于 关系 过 是 非 自 反 
的 .在 集合 4 的 虹 集 局 4) 上 的 真 包含 关系 择 是 非 自 反 的 . 
这 些 关 系 部 不 是 请 反 的 ， 
例 3 在 集合 由 一 ,12.3. 1 的 美 系 
» 168 


R= 1 .2.0.5.1 

不 是 自 反 的 .也 不 是 非 自 上 反 的 . 但 居 夺 长空 集合 4 上 .不 存 让 一 个 关系 , 它 是 自 友 的 久 是 非 
证 反 的， 

由 果 只 是 涉 上 月 反 的 , 则 关系 给 项 邮 (R) 的 主 对 角 线 匹 素 都 是 1( 即 六 都 是 1) ,关系 图 
GCR) 的 镁 个 大 点 都 有 自 基 .如 朵 呈 居 未 上 非 自 反 的 , 则 条 (R) 的 主 对 角 线 元 素 都 是 0， 
CR 的 每 个 项 点 者 说 有 日 奖 , 

定 尖 10.42 尺 为 入 上 的 关系 .对 任意 的 1534, 若 Ry 一 yRz, 则 称 民 为 及 上 对 称 
的 关系 ;大 CrRy 六 3RT) rr 二 则 称 丸 为 二 上 反对 称 的 关系 . 

这 个 定 多 也 可 以 写成 

尺 是 书 上 对 称 的 洁 (Y.r) (YY) 
(了 人 下 
是 小 上 反对 称 的 二 (YeOCY3) 
人 

反对 称 性 还 有 男 -种 等 价 的 定 文 

尽早 上 上 反对 称 的 后 CYX) (CY y) 

(trEAAMyEAA rRy Ary ykRr). 

例 4 在 非 空 集合 太 上 的 金 关系 是 对 称 的 ,不 是 皮 对 称 的 ， 

例 5 站 上 8 二 {rlzxENAz70; 上 的 整除 关系 ,小 于 等 于 关系 ,小 于 关系 都 是 反对 称 的 ， 
时 不 是 对 称 的 ， 

例 6 在 非 空 集 台 刀 上 的 恒 等 关 系 和 空 关 系 都 是 对 称 的 ,也 部 是 反对 称 的 . 

例 7 在 集合 A=11,2,3, 上 的 关系 

R= ll.2 .2.1 .1,3)? 


不 是 对 称 的 .也 不 是 反对 称 的 . 

例 和 例 ?7 说 明 , 对 称 性 和 反对 称 性 既 可 以 同时 满足 ,也 可 以 都 不 满足 . 

寻 果 尺 是 44 上 对 称 的 , 刚 村 CLR) 是 对 称 和 矩阵 {对 任意 的 i 和 jr, 二 r,),， GUR) 中 任意 两 
个 项 点 之 间或 者 没有 有 问 边 ;或 考 瑟 有 有 向 边 e,, 和 e, (不 会 只 有 没有 ee). 如 果 上 R 庆 A 上 
反对 称 的 ;网 MLR) 是 反对 称 和 矩阵 (对 任意 的 i 六 蔡 坟 ,二 1 则 7 二 00 .GCR) 中 任意 两 个 顶 
点 之 间或 才 没 有 有 向 边 ,或 者 仅 有 一 条 有 向 边 ( 不 会 同时 有 e,, 和 e,). 

定 尺 10.4.3 尺 为 和 A 上 的 关系 ,对 任意 的 .roy.z 世 二 车 (xRy A 人 AyRz)->zxRz; 则 称 民 为 
直上 上 传递 的 关系 ， 

这 个 定义 也 可 以 写成 

此 是 夺 上 传递 的 富 (Yrn(vYy)(Yz) 

(txEAAyEAAZE AMRYy A yhRz) — rR2). 

例 8 在 集合 及 目的 全 关系 , 则 等 关系 , 空 关系 都 是 传递 的 . 

在 BB 一 .717ENAr 隆 01 上 的 整除 关系 ,小 十 等 于 关系 ,小 于 美 系 都 基 忧 递 的 . 

例 9 在 集合 4 一 :1.2,3; 于 的 关系 

R12 2.3" 
不 中 传递 的 拓 系 ,因为 .1.2*EEER,.2.37 万 妨 . 但 是 :1.3 世上 R. 
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10.4.2 几 个 结论 


下 列 结 论 呈 以 判断 一 些 关 系 具 有 某 种 性 质 . 
定理 10.4.1 RRi,R; 是 4 上 自 反 的 甘 系 , 则 RT,R 门 Ri,RiUR: 也 是 收工 自 反 的 
证 明 对 任意 的 zx, 有 
EAT RA (rir? ER, 
rr EE RN RE, 
所 以 ,开门 玉 是 如 上 自 反 的 关系 ， 
对 以 ， 和 吕 UUR: 的 证 明 类 似 . 
定理 10. 4.2 Ri Rs 是 4 上 对 称 的 关系 , 则 RT .RI 站 Ri,RiUR 也 是 小 上 对 称 的 
关系 . 
证 明 对 任意 的 tx,y}, 有 
ry) ER UU Rry’ E RY (ry € ER, 
yr EE RY yrr) EE ROYyT)Y EE RIL RR, 
所 以 ,R.UR; 是 总 上 对 称 的 关系 . 
对 只 和 Ri 门 R; 的 证 明 类 似 ， 
定理 10. 4.3 Ki,R; 是 4 上 传递 的 关系 , 则 RI:,R. 门 R 是 A 上 传递 的 关系 . 
证 明 对 任意 的 (zx,y) ,ty,z}, 有 
ry EE RitA tyr) €E RT! 
AY) EE RA (ey? ER 
(zr) EE RIGtr,z) CE RT! 
所 以 , 慌 是 如 上 传递 的 关系 . 
(Ty ER MN RA tyr) EE RN RR, 
STIVY EE RA Ty EE Rh (ye) EE RIA (yz) ER, 
{rr EE RA (rr) ER, 
re EE RM Re, 
所 以 ,开门 Rs 是 A 上 传递 的 关系 . 
注意 ,只 UR; 不 一 定 是 传递 的 ， 
例 10 在 所 二 {1,2,3} 上 的 关系 民 二 和,2)),R; 二 1<2,3)j 都 是 A 上 传递 的 关系 .但 
是 ,RR 一 (1,2),t2,3)! 不 是 太 上 传 递 的 . 
定理 10.4.4 Ki,;R; 是 娘 上 反对 称 的 关系 , 则 Ri,RI 门 Ri 是 A 上 反对 称 的 关系 . 
证 明 为 了 让 明 方 便 , 把 反对 称 性 的 充 要 条 件 等 价 地 改写 为 
(VIIVYY) TA yy RY yr) RY) 
对 任 总 的 .7yE 有 ,有 


Ty RY 
RY ey RI 


折 以 ,RK， 基 直下 反对 称 的 . 

{TR RR 
一 
RRR) 
ER A EE ROYV (yA ER hiyur’ EE RN) 
RY RR 

所 以 ,关门 六 ,是 二 于 反对 称 的 . 
注意 ,这 时 RiUR; 不 一 定 是 反对 称 的 ， 
例 11 在 一 1112.3' 二 的 关系 R 二 全 1251 二 2.1) 才 蚌 4 上 反对 称 的 ,但 是 ， 
RR 一 1 人 2).2 ,1)} 不 世上 反对 称 的 ， 
定理 10.4.5 对 上 的 美 系 愉 , 则 
(六 是 对 称 的 后 玉 一 玉 ,可 得 
(2) 尺 是 反对 称 的 写 R 站 RR !' 三 I， 
证 明 
《11 完 设 怀 是 对 称 的 ,对 任意 的 (x,y) ,可 得 
《| 
所 以 RR, 
骨 谨 呈 二 RR ,对 任意 的 :x,y) 1 可 得 
ry EE ROry) EE RTO) ER 


所 以 ,R 是 对 称 的 . 
(2) 先 谈 及 是 反对 称 的 ,对 任意 的 ix,y) ,可 得 
(Ty ERNMNR GAYy ERA ry ER! 
TERA rER 
TT 二 yr 
所 RMNR ‘GI. 
再 该 开门 守 14: 对 任意 的 tx,Y). 可 得 
(Ty ERA yryER 
OTE RA ry ER! 
iriy ERNR! 
ry E r=y 


所 以 , 尺 是 上 反对 称 的 ， 


10.5 关系 的 闭 包 


我 们 经 常 希 诅 美 系 具 有 有 自 及 件 ,对称 性 和 传递 性 . 对 于 不 其 有 这 些 性 质 的 关系 ,可 以 扩 
充 这 个 关系 为 更 天 的 关系 ( 原 关系 的 超 集合 ,使 新 关系 有 这 些 性 质 , 这 种 作法 就 是 闭 包 的 四 
棚 , 用 和 皇 是 数学 上 常用 的 报 念 .下 面 先 介绍 多 个 关系 的 人 台 成 ,再 介绍 闭 包 的 定义. 性质 和 和 构造 
万 法 . 
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10.5.1 多 个 关系 的 合成 


在 10.3 人 介绍 了 两 个 关系 的 合成 .下 面 推广 到 多 个 关系 的 合成 ， 

定 儿 10.5.1 对 .上 的 关系 有 RwEN, 闫 系 尺 的 nw 次 窒 R' 定义 如 下 : 

(1) R= i EA i, 

(2 和 

注意 ,个 关系 民 的 人 台 碟 简 妇 为 证 但 个 集合 二 的 简 卡 于 积 经 常 也 简写 为 4" .二 者 的 概 
念 不 问 , 却 使 用 了 相同 的 表示 . 应 该 注意 应 用 的 场合 ,以免 理 解 错 误 . 

例 1 集合 -4 一 :ae 上 的 甘 系 六 为 

R= gb ba he iC). 


则 起 RTAR' RR'、R 的 关系 图 如 图 10.5.1 所 示 ， 


AN 内 站 


个 o 器 总 口 
四 a 4 
R=R: 
A 
总 心 mi 人 总 [3 呈 [ 
(太一 一 一 一 a 四 地 
R* R’ =k 


图 14.35.1 


住 例 1 中 有 一 种 有 意 文 的 现象 ,有 :一 中 一 大 一 和民 一 后 一 民 一 这 种 现象 是 理 普 
凯 存 在 呢 ? 下 面 考 虑 这 个 辣 题 ， 

定理 10.5.1 设 4 是 有 限 集合 , 4 ==n,;R 是 4 上 的 关系 , 则 上 闻 在 自然 数 ; 和 1,s 闫 1， 
使 得 R'=R:, 

证 明 对 iEN,R' 都 是 上 的 关系 ,它们 都 是 PCA4XA4) 的 元 素 . 因 i4' 二 n， 则 
14X 有 A41=xw2 ,|PCAXA)|=2”. 列 出 RR 的 各 次 ,R' ,RRI RY， 申 钥 业 原 理 , 至 少 
有 两 个 器 基 相等 的 , 即 存 在 自然 数 s 和 14,s 关 1; 使 RR 二 RR:. 

‘ 注 ; 和 鸟巢 原理 是 组 合掌 的 基本 原理 . 它 指出 ;如 果 # 十 1 个 物体 放 入 个 愈 子 里 , 则 有 一 
个 盒子 中 有 两 个 物体 . ) 

定理 10.5.2 设 外 是 有 限 集合 , 尺 是 和 4 上 的 关系 wn 和 是非 党 自然 煞 , 则 

(1 rR" eo R= R"", 

C2) CR" = R™, 

证 明 

(1) 对 任意 的 mm; 施 归 纳 于 . 

当 n=1] 时,R* ,RI=R" .。 RR"™l. 

假设 n= 人 克 守 1) 时 结论 成 立 , 即 有 RR"”。R*t 一 Rm", 售 刀 二 此 十 1; 则 

R" oe Ri — RR" (Rt R) 
一 CR 


所 以 ,结论 得 让， 
(2) 刘 什 普 的 严 ' 施 扑 纳 于 了 
当 妇 一 1] 时 ,(R*) RR* =A . 
假 谈 m 一 上 ET 时 有 (下 一 下 汪 令 识 一 上 一 1, 训 
[0 
一 并 人 RR" = Ri " 
一 下 
所 以 ,结论 得 证 ， 
定理 10.5.3 设 和 2 是 有 限 集 合 , 尺 居 夺 上 的 关系 , 若 存 在 目 然 数 : 和 4s<iiy 使 得 并 = 
kK', 则 
(1) 民 一 玉 其 中 天 为 月 然 数 ， 
(2) 民生 一 天 和 为 片 然 数 , 六 一: 一 5 


(3) 令 瑟 二 1R' Re, 民风 民 的 各 次 塞 均 为 晴 的 元 紊 , 即 对 任意 的 所 然 数 53, 有 
R'EE. 


证 阴 

(1) RT R's RIR :KRY. 

《2) 和 施 上 时 纳 于 上 大. 

当 衣 二 0 时 ,RT 二 RR 

假设 二 # 时 有 尺 "二 R' ,其 中 二 1 一 令 肯 二 一 1、 
民 Re 


所 以 ,结论 得 证 ， 

(3) 若 a< 由 吕 的 定 浆 :上 且 生 局. 

若 g 宇 二 则 gg 一 8 >0. 一 定夺 在 自然 数 大 和 二, 使 得 g 一 ;十 pp 十 站 其 中 0 所? 所 p 一 1. 于 是 ， 
RR 一 RR 一 RY 此 天 于 i 守 s 十 一 1=1 一 1. 所 以 ,RR'=R™'E BB. 

例 2 对 例 1 中 的 关系 尺 ,R" 一 R', 于 是 对 应 的 :二 211 一 4, 如 二 1R".R',R:,R'}Y,R 的 短 
中 不 相同 的 只 有 以 上 4 种 . 


10. 5.2 规 包 的 定义 


设 呈 是 及 上 的 关系 ,有 了 时 希望 给 民 增 加 一 些 有 了 序 对 构成 新 关系 R'{ 显 然 R 守 R') ,使 得 
R' 具 有 自 反 性 或 对 称 性 或 传递 性 ,但 不 荐 望 尺 太 大 . 希 些 增加 的 有 序 对 尽 晤 少 , 这 就 是 建立 
R 的 闭 包 的 基本 思想 ， 

定义 10.5.23 对 非 空 集合 后 上 的 关系 只 ,如 果 有 妆 上 另 -- 个 美 系 尽 满足 : 

(1) R' 是 自 皮 的 (对 称 的 , 仿 递 的 ). 

(2) RER', 

(3) 对 4 上 土 任 何 自 反 的 (村 称 的 ,传递 的 ) 关 系 RR”、 
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RER'+R'TR', 
则 称 关 系 启 为 呈 的 自 友 {对称 , 传 递 ) 闭 组, 记 作 R(tR) ,RY)). 
这 一 个 定 文 中 定 久 本 三 个 闭 包 ; 自 反 闭 包 rr(R), 对 种 闭 包 stR) ,传递 团 包 iLR). 直观 上 
涪 ,rtR} 是 有 和 白 反 性 的 R 的 * 航 路 * 才 集合 ,stR) 居 有 对 称 性 的 R 的 "最 小 " 超 集合 ,i(R) 是 有 
传递 性 的 只 的 "最 小 " 超 集 合 . 
例 3 对 例 1 中 的 甘 系 是. 玉 的 rtR),sCR) (ER) 的 美 系 图 如 图 10. 5,2 所 示 ， 


人 站 -一 -一 -人 一 
Te a ° 
笠 在 加 a 也 六 : 加 
只 riR) 
oo 出 ES 
导 目 下 好 本 | 四 
史上 上 本 
图 10.35.2 


10. S.3 闭 包 的 性 质 


定理 10. 5.4 对 非 空 集合 和 4 上 的 关系 尺 ,有 

1) 民 旦 自 反 的 时 r(R) 二 RR， 

(2) 呈 是 对 称 的 洁 sCR) 二 RR， 

(3) 臣 是 传递 的 富 1(R) 直 只 ， 

证 了 明 

(1) 先 设 是 是 自 反 的 . 因为 RCRR, 且 任何 包含 尺 的 自 反 美 系 R", 有 RRR". 所 以 ,KR 满 
足 rtR) 的 定 关 ,nr(R} 二 R. 

于 设 (RI 二 RR. 由 rR) 的 定义 ,R 是 自 反 的 . 

(2) 和 (3) 的 证 明 类 似 ， 

定理 10. 5.5 对 非 室 集合 和 4 上 的 关系 RR ,R, 若 尺 三民 ， 则 

(1) (RD Tr R,), 

(2) st RODINCR,), 

(3) 1{ RYDER,), 

证 明 留 作 忠 考题 ， 

定理 10.5.6 对 非 空 集合 4 上 的 关系 Ri、R,, 则 

《1 rR RD) =r(R UR,), 

(29 os CRO Us CCR) =s CR UR,), 

CI) RD LEROYIETR LR,). 

证 明 

(1) 因为 r(RI) 和 rtR:} 孝 是 4 上 自 反 的 美 系 , 所 忆 xROUrCR,) 是 A 上 [ 反 的 美 系 ， 
Hi RrRD 和 民 二 rtR 有 RID 并 ECErCGRDUrGRD, 所 以 rR DUrtR) 足 所 全 RR 贡 RR， 
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玖 自 友 关系 ,内 自 友 周 包 定 多 RUR Dr(R UriR i. 

轩 为 RR 刁 RR 有 RD 类 相 地 ROCRR DDR). 网 reR YUr(iR,) 
rin LR,), 

‘2) 入) 的 证 明 留 作 思 性 题 . 

注意 :, 现 理 的 结论 (人 3) 是 包含 关系 .不 是 相等 和 关系, 下面 是 让 包含 的 例子 ， 

例 4 和 集合 2 一 :wbe!l 二 的 甘 系 有 和 RR 为 ,R= tab R=1ichel, 丁 是 wR 
Rb RR 有 RDOUR DD 一 tp pe 但 是 RUR 一 
tb AARURO=i a pe ia ,, RR) UR ) FR UR,). 


10. 5.4 闭 包 的 构造 方法 


下 面 介 绍 如 何 求 出 已 知 关系 民 的 二 种 闭 包 . 
定理 10.5.7 对 非 空 集 台 涉 上 的 关系 六 ,有 
irR y=RUR.. 
证 明 ”对 任 启 的 xzE vcryrtER', 寺 是 ri,r9 ERUR', 所 以 RURY 是 和 4 上 自 反 的 .最 
然 RRUR' ,所 以 RUR" 是 包含 尺 的 自 友 关系 ,对 万 上 任意 的 自 友 关系 情 "如果 RE R”， 
则 对 任意 的 fz) ; 若 trsyYERUR, 则 或 者 (ry)ER, 或 者 (ry ER 当 tr,y’YER, 由 民 
二 谨 有 Cy?ER" 若 x,y)ER', 则 x 二 y; 由 R" 的 自 反 性 有 ryy)ER" 两 种 情况 都 有 xr， 
VER 因此 ,RUAR?CR" 总 之 ,RUR' 满足 rCR}) 的 定义 ,rRY=RUR'. 
电 定理 可 知 ,很 容易 梅 造 只 的 自 反 闭 包 ,只 要 把 所 有 的 rE 4 构成 的 tx 加 大 民 中 . 
定理 10. 5.8 对 非 空 集合 4 | 的 关系 RR, 有 
stR}=ERI]R., 


证 明 ”对 任意 的 <x,y) .可 得 
(TERR etry EE RY (ry) EE RT 
Sy EE RINY iyory €E Rtyery ERLIR-:! 
所 以 ,有 RUR 是 A 上 对 称 的 关系 . 
晶 然 有 三 RUR .. 
对 A 上 任意 的 包含 中 的 对 称 关 系 RR", 对 任意 的 (x,y ;车 (x,y)ERURT', 则 (2 ,v3ER 
成 人， 和民 省 (xy)ER, 由 RCR" 有 人 ry ER Gr ER ,NM a ER, ty rE 
"1 辐 R" 是 对 称 的 , 故 (x1y)E R" 两 种 情况 都 有 (x ,yy ER", 则 RUIR-ISGR', 
总 之 ,RR7 满足 s(R}) 的 定义 ,所 局 sR 二 RUR | 
山 候 理 可 知 ,很 容易 构造 尺 的 对 称 闭 包 , 只 要 对 任何 (,y)}ER 且 (y,x) 入 R 把 (xy,2x) 扣 
和 人 及 中 ， 
定理 10.5.9 对 非 空 集合 汪 上 的 关系 尺 , 有 
RY)=RURIU RI... 
证 明 先 证 RRURURU… 宇 zrCR). 为 此 只 要 证 明 对 任意 的 wn 宇 11nEN, 有 记过 i(RR)， 
施 册 纳 二 点 . 
a] =RECR), 
假 闭 w= 记 时 有 局 二 i) 今 二 丰 一 1. 对 储 意 的 Ly :有 


i EE RR 
Cad2l{ rz EE RA iv € R') 
一 (了 :itr ER A zr EE 1(R)) 
一 人) 
所 以 ,入 安 次 及) 由 归纳 法 ,对 nEN, na 全 ] ;有 民生 RR), 于 是 民品 于 晤 用 册 三 必 尼 ) 
二 证 CRISRUR UR UU.…. 对 任意 的 ix.wv’? 和 *y,z', 可 得 
Cr ERDIRIR UA ys ERUR UD 
co dr EE RY A Aditiy 2} EE RM) 
其 中 s 和 + 荐 非 零 自 然 数 


之 fi 人 (Try Ee RR : RKR') 
IOIDN Cr EE RT') 
rx ERURURU": 
所 以 ,RURIUR UU… 是 传递 的 ,此 外 它 包 含 RR, 所 以 
IRICRURURL... 
总 之 CR)=RURURIU 
通常 简写 为 
R- =UR=RURURU.., 
而 县 
R=UR=RURURURU.. 

定理 10.5.3 指出 ,在 帮 ,Ri,-… 中 只 有 有 限 个 不 同 的 合成 美 系 . 所 以 在 计算 区 RD) 一 只 + 
时 ,可 以 只 用 有 有限 个 合成 关系 . 

定理 10. 5,10 A 为 非 空 有 限 集合 ,4:=n, 只 是 4 上 的 关系 , 则 存在 一 个 正 整 数 & 扫 
nn; 使 得 

ARI= R=RUR UUR, 

证 明 设 有 ‘tx,y) ER', 则 存在 整数 关 >0, 使 得 (CryyERe 即 存在 序列 如 一 re 
Cas 二 yy 有 (TR RR, 设 浦 足 上 述 条 件 的 最 小 
的 六, 有 关 na. 则 疡 十 1 个 元 素 zyrivziy"… Xp-1o7s 都 是 有 A 中 的 5 个 元 素 , 思 十 1 个 元 素 中 
必 有 两 个 相等 , 即 有 0 夺 {<g 迄 全 x 二 x ;因此 序列 可 以 去 掉 中 间 一 段 成 为 

CT ER ER 和 RR 两 段 , 第 一 段 有 :个 
有 序 对 ,第 _ 段 有 pp 一 y 个 有 序 对 , 因此 ,rast 二 《rsy) 马 上 ,其 中 = 二 pg=p— (9— 
站 二 坊 , 这 与 p 为 最 小 的 假设 矛盾 , 故 p># 不 成 立 . 

由 此 定理 可 知 , 这 堵 的 尺 ' 不妨 写 成 

R*=iR)=RURURIUR. 

和 例 S5 和 集合 有 = ?ebye: 上 的 英 系 玉 为 

R= {by bey, era), 


则 上 及 =R UR' 
一 
内 sR} oRI]R- 


libe* 


= db dad, 


0 1 a 
RD |] 


MR )=—= | 0 


MRDY= v0 1 ui 
0 1; 


AR -RURUR 
一 站 ye 

Ca db ri, 

当 有 限 集合 4 的 元 之 较 多 时 ,用 和 矩 阵 运 算 求 4 上 的 关系 玉 的 传递 闭 包 仍 很 复杂 .1962 
年 Warshall 提出 了 一 种 有 效 的 算法 . 

Warshall 算法 ;( 令 有 六 站 表示 矩阵 五 第 ) 行 第 i7 列 的 元 素 ) 
(1) 令 矩 阵 8 二 MLR)， 
人 2) 邻 i 二 1,n 二 | 和 A ， 
13) 对 1 和 ;所 ni, 如 果 B[j7 门 二 1; 则 对 1 所 nn, 令 

BLikR] = BLik|YV Bik,, 


(4 加 1， 
(5) 车 :所 #, 则 转 到 C3), 否则 停止 ,上 且 
. MiR') eB. 
例 6 4 上 的 关系 忍 的 关系 矩阵 为 
1 
DO Do 
I9 1 dV 0 


令 B=M(R). 
i 二 1 时 .第 1 列 只 有 BB_1.1] 二 1, 将 第 1 行 与 第 1 行 各 对 应 元 素 作 遂 辑 加 , 仍 记 革 第 


7 1 


人 
DO 


0 0. 
1 一 2 时 ,第 2 列 中 怠 .1,2 一 ] ,将 第 1 行 与 第 2 行 各 对 应 元 素 作 逻辑 加 , 记 于 第 1 行 .第 
2 列 还 有 有 BL4.2 |] 二 1 ;将 第 4 行 与 第 2 行 对 应 加 , 记 于 第 4 行 ， 


0 
0 0 
1 


一 3 时 ,第 3 列 全 是 0 五 不 变 ， 
1 一 4 时 ,第 4 列 中 有 1.4 := 下 224 一 站 4 一 1, 将 1,214 这 3 行 分 别 与 第 4 行 对 应 元 
达 轩 辑 加 .分 别 记 填 1,2,4 这 3 行 . 


1 1 5 1 

‘0 1 0 1| . 
= ， 1 ”这 就 是 CR )， 

dO 0 0 | 


lo 1 0 1 
有 时 着 望 所 求 的 闭 包 具有 西 种 或 三 种 性 质 . 应 该 先 作 哪 种 困 包 运算 呢 ?9 下 面 分 析 这 个 
问题 ， 

定理 10. $5.11 对 非 空 集合 有 上 的 关系 怀 , 有 
(1) 车 R 是 自 友 的 , 则 stR) 和 tCR) 是 自 反 的 、 
(2) 若 民 是 对 称 的 ; 则 xr(R) 和 4(RR}) 是 对 称 的 ， 
(3) 荐 只 是 传递 的 , 则 >(RI) 是 传递 的 . 
证 明 只 证 (2) ,其 他 留 作 思考 题 ， 
(2) 先 证 >( 妥 ?7 屋 对 称 的 . 对 任意 的 ,rwyE 4 如 沫 了 = 一, 则 

(yy ErROtyr) Er(R), 


如 果 了 和 :出 
人 


一 (rsy) ER (加 了 尖 W) 
wiv ER 《及 是 对 称 的 ) 


mV 玉昌) 
总 之 :rfR 是 对 称 的 ， 
下 证 区 R 是 对 称 的 . 为 此 先 证 ,者 RR 对称 , 则 对 非 零 自然 数 n. 有 K" 是 对 称 的 . 施 归 纳 
x. 
当 # 二 1 时 ,R= 二 RR 是 对 称 的 . 
假设 n= 上 kt 宇 1) 时 R' 是 对 称 的 . 令 二 上 十 1 ,对 任意 的 x,y) ,可 得 
(rr 
< 人 有 
{Iz} rE RA tyr) E R') 
vr E Re Ry ry € Re 
则 R*” 基 对 称 的 , 对 非 零 自 然 数 # ,有 R' 是 对 称 的 . 
对 和 任意 的 :7,w) ,可 得 


CT EE RHA ry EE ER") 
dn yr EE RNCy Lr ER) 
所 以 三 对 称 的 ， 
“178. 


定理 10. $. 12 对 非 宰 集合 志 上 的 关系 玉 , 有 
{lrstR)—srtR), 
C0) FRR 一 六 (及 )， 
(3) sf 有 于 六 CR 
其 中 (RR) 二 r(s (CR)), 此 他 类 伺 ， 
证 阴 
(1) sr (RI=s RU RD) 
RURYU(RURY | 
—RURUR UY I=RURTUR. 
RUR DUCRUR MM =rstR). 
02) 先 证 (RRUR 二 A 让 URIU-…UR', 施 站 纳 寺 上 n, 
二 1] 国 ,(RURY)' =RUR'=RUR. 
假设 n= 上 守 1) 时 有 (RURY 二 局 [RiU UR', 令 n= 点 十 1, 旭 有 
(RU RY = (RU ROY- (RU R') 
= RURU .UU RD- (RUR') 
RR RY RU RU RL UR) R') 
《CR 
一 RR! 1) RE! 1) se 1) Rl 
利用 这 个 结论 


| 


ItR) = £0R LR') 
(RURDOU RU RU RU RY UU 
= RID RYU RU RU RY) 
= RDUDROURURL -= RR) 
= RY CRY) = ritk), 
《3) 因为 尺 和 sR ;所 以 1CR)CEECR) 和 5CRD)sts(R), 因 次 二 (CR) 是 对 称 的 ,所 以 
1st) =ts(tR). 因此 st(R)Cts (BR). 
由 定理 可 知 , 若 要 求 击 只 的 自 友 、 对 称 且 传递 的 团 包 ; 则 应 先 求 r(R), 王 求 srlkR}, 最 后 
求 1sr( 民 R). 若 先 求 trCR) ,再 求 strCR), 则 str(R) 不 一 定 是 侍 递 的 . 


10.6 等 价 关 系 和 划分 
在 实数 之 间 的 相等 关系 、 在 集合 之 间 的 相等 关系 、 在 调 词 公 式 之 间 的 等 值 关系 具有 类 似 
的 性 质 , 它们 都 具有 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 . 下 面 把 具有 这 三 种 性 质 的 关系 称 为 等 价 关系 ， 
这 居 -类 很 重要 的 关系 ,可 以 用 集合 上 的 等 价 关 系 把 该 集合 划分 成 等 价 类 ， 


10.6.1 等 价 关 系 


定义 10.6.1 对 非 空 集合 如 上 的 关系 用 ,如 果 灵 是 自 反 的 .对 称 的 和 传递 的 , 则 称 呈 
为 直下 的 等 价 关 系 ， 
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例 1 在 下 空 集合 了 上 的 全 等 关系 志和 全 关系 天 ,者 是 等 价 关 系 . 在 所 有 谓词 会 式 的 
集合 上 的 等 住 关 系 一 也 是 等 价 关 系 ， 

例 2 集合 有 4 一 :1.2,m.8 上 的 关系 

Ro yy TE vmod3). 

其 中 r+ 二 vtmod3) 表 水.x--w 可 钼 3 自 除 . 

对 企 意 的 ryzEsr 一 :可 被 3 整除 , 若 灶 yo 可 识 3 束 除 , 则 > 一 上 也 可 害 3 整 除 . 若 
Xz 一 yy 和 yy 一 x 可 被 3 蓝 除 : 则 ,z= 二 tx 一 y) 一 (w 一 5) 可 被 3 整除 , 所 以 , 尺 具 有 自 反 性 ,对 
区 性 和 传递 性 , 尺 足 二 上 上 的 等 价 关系 . 

及 的 关系 图 如 网 19.6,1 所 下 ,在 周 中 ,的 死 素 被 分 成 二 组 ,每 组 中 任 两 个 元 案 之 间 都 
有 关系, 而 相同 组 的 元 素 之 问 者 没有 关系 . 这样 的 组 称 为 等 价 类 . 


图 10.6.1 


第 8 章 给 出 了 用 平面 坐标 系 中 的 球形 表示 笛 卡 儿 积 4X 互 的 图 形 表 示 法 ,显然 可 以 用 
正方 形 玫 让 XX 有 AA, 如 图 10.6.25a) 所 示 ,4 工 的 关系 是 AXA4 的 子 集 , 因 此 可 以 用 正方 形 的 
子 集 表示 . 刀 上 的 等 价 关 系 可 以 用 正方 形 的 一 条 对 角 线 和 线 上 的 若干 正 方形 表示 . 如 图 16. 
6.,2Cb) 所 示 . 但 是 图 10. 6. 2{c} 所 表示 的 关系 不 是 等 价 美 系 . 它 包括 了 对 角 线 ,所 以 有 自 反 
性 , 它 以 对 角 线 为 对 称 轴 , 所 以 有 对 称 性 .但 它 没有 传递 性 , 因为 尺 中 的 a 和 上 5 点 对 应 的 有 序 
对 ,经 传递 得 到 点 对 应 的 有 序 对 应 在 尽 中 ,但 c 点 不 在 及 中 . 


定义 10.6.2 民 蚌 非 空 集合 A 上 的 等 价 关 系 , 对 任意 的 x€E 4, 令 
xl= {ylyE AA rRy), 

则 称 集合 [zj 为 x 关于 R 的 等 价 类 ,简称 x 的 等 价 类 ,也 可 记 必 [zj 或 XZ 

例 3 对 例 2 的 等 价 关 系 玉 ,有 三 个 不 同 的 等 价 类 ， 

11 一 人 ,47 一 [4 一 [7 

[2 一 42.5 8 一 -5 一 7 8].， 

6 人 [6 
妃 的 8 个 元 素 闪 有 一 个 等 价 类 .各 等 价 类 之 问 . 或 者 相等 .或 者 不 相交 . 而 且 所 有 等 虱 类 的 并 
集 就 足 4， 
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定理 10.6.1 并 是 非 空 集合 4 上 的 等 价 甘 系 ,对 任意 的 y 各 相 成立 

C17 [ja 闫 启 是 rs 二 人， 

(2) 各 xRy. 出 j= 

(3) 若 .有 mw， 则 [jx y= 

(4) UrlilitEA4 = 

证 阴 

(1) 对 任意 的 xEE Rie: 则 EL; 因此 -rja 震 忆 . 由 等 价 奖 定义 ,显然 以 刁 辐 ， 

(2) 对 任意 的 x,ELrint 有 xRX 出 对 称 性 ,有 Rt. 由 xy 和 和 传 并 性 ,有 RywRRrs， 
所 以 ©[yjr: 类 人 航 可 证 EDsy rErzir 四 此 ,rj 一 [yjx: 

C3) 假设 -rjx 门 Lyjx 关 几 . 则 存在 xz 使 得 xzELrjn 且 zx:Eiyjr: 即 xRrs ByRz, 山 
对 称 性 zroRy, 由 传递 性 xzRy. 与 以 知 竹 盾 ， 

C4) 对 任意 的 xEA,Lzjx 二 马 . 则 有 :jkn1TEAI 生 4. 反之 ,对 任意 的 zxEA,rE 
rx 有 EU {rlleEd, AU rj lzEAd', 因 此 U1{[zlr|lrEAI=A. 

由 定理 可 知 , 对 A 上 的 等 价 关系 怀 , 所 有 等 价 类 的 集合 具有 很 好 的 性 质 . 

定 炙 10.6.3 对 非 空 集合 1 上 的 美 系 情 ,以 的 不 相交 的 等 价 类 为 元 素 的 集合 称 为 4 
的 商 集 , 记 作 47 只. 

这 个 定义 也 可 以 写成 

AjR= 1y|(I tr EAAY = [rja)). 
例 4 对 倒 2 中 的 有 和 上 R, 商 集 是 
AiR = {Ll jr: [2Ja, L3dx: 
= 


10.6.2 划分 


定义 10. 6.4 对 非 室 集合 4, 若 存在 集合 x 满足 下 列 条 件 ; 
(C1) (YAIrEAN roA), 
(2) 六 让 
(3) x=A， 
Cy 一 则 称 w 为 六 的 一 个 划分 , 称 x 中 的 
元 素 为 4 的 划分 块 , 
年 的 一 个 划分 x, 是 4 的 非 空子 集 的 集合 ( 即 xPtA) 日 放 名 x),A4 的 这 些 子 集 扎 不 相 
人 闯 , 且 它们 的 并 集 为 4A， 
例 5 对 集合 A= {a.pyerd. 则 
Ti bc, {dl) 
和 和 To upce ad)} 
都 是 4 的 划分 , [alters{d 为 x 的 划分 块 ,但 是 
Tz =i ee {ad}! 
利 | A pd! 
都 不 二 1 的 划分 ， 
。181 。 


定理 10.6.2 对 非 空 集 台 癌 上 的 等 价 关 系 及 .4 的 商 集 4 及 就 是 的 划分 , 它 称 为 由 
等 价 美 系 六 诱导 几 来 的 二 的 划分 , 记 作 zx. 

证 时 可 以 出 定 交 10.6.3. 定 义 10,6.4 和 定理 10.5.1 直接 得 到 . 

上 了 面 浇 明 , 由 4 土 的 等 价 医 系 尺 可 以 诱导 出 和 4 的 -个 划分 ,下 面 着 虑 ,由 总 的 -个 划 
分 如 何 泛 导出 二 上 的 -个 等 价 关 系 . 

定理 10.6.3 对 韭 空 集合 4 的 一 个 划分 5. 令 4 上 的 关系 只 ,为 

R= ry (de ErArErAyEe) 

则 RR; 为 及 上 的 等 价 美 系 , 它 称 为 划分 x 诱导 出 的 4 上 的 等 价 关 系 ， 

证 明 留 作 思 芍 题 . 

定理 10.6.4 对 非 空 集合 习 的 一 个 划分 x 和 有 4 上 的 等 价 关 系 民 ,x 诱导 此 当 且 和 仅 当 民 
诱导 r， 

证 明 先 证 必要 性 , 若 天 诱导 民 , 且 展 诱 导 丈 .对 任意 的 zxE4, 设 在 的 划分 块 占 
中 .也 在 zr' 的 划分 块 下 中 ,对 任意 的 yE4, 有 


yy E BOrRy (TBHA 情 导 上) 
rl = Ly jx (要 为 等 价 关系 ) 
CyEB (rE B' 且 RR 博导) 


所 上 以 ,B= B', 由 必 的 任意 性 ,rz 一 x'. 
再 证 充分 性 .车 尺 诱 导 rr, 且 x 诱导 R', 对 任意 的 x7,yE 4, 可 得 
Ry rl yr E [rl AyE ri 
ec 和 > 在 工 的 同一 划分 块 中 
TR'y 
所 ,R=R'. 
由 定理 吕 知 ,集合 4 的 划分 和 有 4 上 的 等 价 关 系 可 以 建立 一 .… 对 应 . 
例 6 在 集合 有 4 一 11,2,3} 下 求 出 尽 可 能 多 的 等 价 关 系 . 
先 求 二 的 所 有 划分 ,如 图 10, 6.3 所 示 ， 


™] 
图 10.6.3 


于 是 可 得 到 5 个 等 价 关 系 . 
R= 2 2 30231172 2 3 3 ， 
及 = {2,3 32 .1 ,2.2),(3,3)), 
R= 303,17 1,1, (2,2),(3,9)), 
R={ 2 .2112 ,3.3)}, 
BR- = (2, . 
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i10.7 相 容 关系 和 绪 盖 
10.7.1 相 客 关系 


定义 10.7.1 对 非 空 集 人 台 二 上 的 关系 尽 , 如 果 呈 是 自 反 的 .对 称 的 ,出 称 玉 为 二 上 的 
相 容 关系 . 
例 1 A 是 美 六 单词 的 集合 
A= .cat, teacher, cold, desk, knife, by}, 
全 上 的 关系 民 凡 
RR 二 1iry*1r 和 ww 至 少 有 -- 相 同 字 母 }. 
显然 ,并 是 日 反 的 .对 称 的 ,但 不 是 传递 的 .因此 ,六 是 相 容 关系 ， 
相 容 关系 的 关系 图 中 ,每 个 项 点 都 有 上 自 圈 ,而 且 若 一 对 顶点 间 2s x Li 


有 过 则 有 向 近 成 对 出 现 , 因此 可 以 简化 关系 图 ,可 以 不 画 自 圈 , 并 
用 无 向 边 代 蔡 一 对 来 回 的 有 庙 边 , 对 例 1 的 玉 . 设 


xz 一 carie = teacher,r; = cold, Ty 工 : 下- 


x mdesk rs = knife, rs = by, 
则 关系 图 可 以 简化 为 图 10.7, 1. 

定义 10.7.2 对 非 空 集合 A4 上 的 相 容 关系 呈 , 若 CSCA, 且 C 中 任意 两 个 元 素 x 和 yy 有 
+Ry* 则 称 C 是 由 相 容 关 系 玉 产生 的 相 窜 类 ,简称 相 容 类 . 

这 个 定 久 也 可 以 写成 

C= rrE ARVYDGY EC rRy)). 

例 2 对 便 1 中 的 相 容 关系 尺 , 相 容 类 有 fr ij， {rs zi {xe} {zo zt Ts} 等 .前 
两 个 相 容 类 都 可 以 加 入 其 他 元 素 , 构 成 更 大 的 相 容 羔 . 如 {x1，xs} 加 入 zx; 得 到 另 一 相 容 类 
rit Xz As}. 上 后 两 个 相 容 类 再 加 入 任何 新 元 太 都 不 是 相 容 类 了 ,这 两 个 相 容 美称 为 最 大 相 
容 疾 . 

定义 10.7.3 对 非 裤 集合 4 上 的 相 容 关系 民 , 一 个 相 容 业 若 不 是 任何 相 容 类 的 真子 
集 ,就 称 为 最 太 相 容 类 , 记 作 Cx. 


对 最 大 相 容 类 Ca 有 下 列 性 质 ， 
(VAI (rE CA YE Cr IRYy} 


全 租 容 关 系 的 简化 图 中 ,最 大 完全 多 边 形 是 每 个 顶点 与 其 他 所 有 项 点 相连 的 多 边 形 , 这 
种 最 大 完全 多 边 形 的 顶点 集合 , 才 是 最 大 相 容 类 . 此 外 ,一 个 孤 开 点 的 集合 也 是 最 大 相 容 类 ， 
如 内 两 点 连 线 不 是 最 六 完全 多 边 形 的 边 , 这 两 个 顶点 的 集合 也 是 最 大 相 容 类 . 

例 3 对 例 1 中 的 相 容 美 系 呈 ,最 大 相 容 类 有 {zx [Tartaroj riresTirT;} 和 {re). 

定理 J0.7.1 对 非 空 有 限 集合 4 上 的 相 容 关 系 玉 ,其 人 是 一 个 相 容 类 , 则 存在 一 个 最 
大 相 容 类 (使 CCw 

证 明 设 和 =ieeso 六 构造 相 容 类 的 序列 

(人 
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使 CC 一 怠 Ufe 而 了 是 满足 & 碍 和 且 与 和 中 各 元 素 有 关系 并 的 时 小 下 标 . 
因为 ,44' 二 ,所 以 至 多 经 过 n 一 IC1 步 , 社 程 就 结束 ,耐量 序 列 中 最 后 一 个 相 容 类 是 
缚 论 得 证 . 
对 任意 的 a 蕊 A, 有 相 容 类 .a). 它 必定 包含 在 某 个 Ca 中 ,所 以 .Cw 的 集合 著 盖 住 六 


10.7.2 茂 盖 


定义 10.7.4 对 非 空 集 合 4, 若 存在 集合 凡 满 直下 列 条 件 ， 

【1 (Ya (rE riA), 

(2) GE， 

(3) R=A, 
则 称 如 为 4 的 一 个 袖 盖 , 称 旭 中 的 元 索 为 从 的 窗 盖 抉 ， 

-个 划分 是 - -个 覆盖 ,但 一 个 覆盖 不 一 定 是 一 个 划分 , 因为 划分 中 各 元 素 不 相交 ,办 莹 
中 各 元 素 可 能 粗 交 . 

定理 10.7.2 对 非 空 集合 4 上 的 相 窜 关系 只 ,最 大 相 容 类 的 集合 是 4 的 一 个 覆盖 , 称 
为 4 的 完全 覆盖 , 记 作 Ca(a). 而 且 上 ntd) 是 唯一 的 ， 

证 明 从 赂 ， 

定理 10.7.3 对 非 空 集合 刀 的 一 个 覆盖 如 一:44 44,) ;由 几 确定 的 关系 

R= A XA AXx A UA,x A, 


是 4 上 的 相 穿 关系 . 

证 明 从 略 . 

山上 的 一 个 相 容 关系 民 , 可 以 确定 一 个 4 的 完全 办 盖 CatAd). 由 才 的 一 个 覆 葬 ,也 可 
确定 一 个 A 上 的 相 容 关系 .但 是 不 同 的 视 盖 ,可 能 确定 同一 个 相 容 关系 . 

例 4 集合 4=1{11,2,3:4) 的 两 个 覆盖 

A 一 1 人 23 13 4)) 

和 好 ={{1,2}),.12,31,13.1:,!13,4;} 
可 以 确定 相同 的 相 容 关 系 
R =I .22.11.3063.1) (2,3).(3,2),.(3,4), 

C4) .0] .1 02,2), 03,3),.04.4)), 


10.8 偏 序 关 系 
在 实数 之 间 的 小 于 等 二 关系 ,在 集合 之 间 的 包含 美 系 具有 类 似 的 性 质 , 它们 都 具有 自 反 
性 ,反对 称 性 和 传递 性 .下 面 把 具有 这 三 种 性 质 的 关系 称 为 偏 序 关系 . 它 和 等 价 奖 系 出 为 很 
重要 的 关系 ， 
10.8.1 偏 序 关系 和 拟 序 关 系 


定 藉 10.8.1 对 砷 空 集 全 守 上 的 关系 民 . 如 果 呈 是 自 肥 的 ,反对 称 的 和 传递 的 . 则 称 R 
“ 184， 


次 4 上 的 偏 序 关系 . 

在 不 会 产 咎 误解 时 ,局 序 关 系 怀 通常 记 作 所, 当 rRy 时 ,可 记 作 x 六 yy, 读 作 2* 小 于 等 
jy 

例 1 在 集合 N- 0 上 的 小 于 等 于 关系 和 整除 关系 ,都 是 帆 序 关系 . 对 集合 4, 在 
六 C1) 十 的 包 傅 关系 也 是 偏 序 关 系 ， 

定 关 10.8.2 对 非 空 集合 上 的 关系 卫 , 如 果 民 是 非 自 反 的 和 传递 的 , 则 称 吓 为 4 上 
的 拟 序 其 系 . 

在 椒 合 产 生 误 解 时 . 梯 序 关系 玉 通 带 沁 作 二 , 当 7Ry 时 ,可 记 作 之 y, 读 作 祝 小 于 ”yy， 

例 2 在 集合 N 上 的 小 于 关系 是 拟 序 关系 . 对 集合 4, 在 P(A) 上 的 真 包含 关系 也 是 要 

偏 序 关 系 又 称 絮 含 序 交 系 ,或 半 序 关系 , 拟 序 关系 又 称 强 丛 序 关系 ， 

定理 10.8.1 丸 为 二 上 的 拟 序 关系 , 则 玉 是 反对 称 的 . 

证 明 根 设 员 不 是 反对 称 的 . 则 存在 了 E4syENAz 天 yy 使 4) 后 民有 卓 人 oryE 民 .由 
传递 性 ,ir,z} 扎 RR, 与 非 自 上 反 性 茸 盾 . 

有 的 书 上 把 反对 称 性 也 作为 拟 序 关系 定义 的 -个 条 件 , 定理 表明 ,这 是 不 必要 的 ， 

定理 10.8.2 对 如 上 的 所 将 关系 R,RLUR' 是 A 上 的 偏 序 关 系 ， 

证 明 从 上 略 . 

定理 10.8.3 对 有 A 上 的 偏 序 关系 下 ,RR--R' 是 由 上 的 拟 序 关系 ， 

证 明 从 上 略 ， 

拟 序 美 系 和 偏 序 关系 的 区 别 只 是 自 上 反 性 , 由 于 它们 类 似 , 只 要 把 偏 序 关 系 搞 清 , 拟 序 关 
系 也 容易 搞 清 . 以 下 只 讨论 售 序 关系 . 

定义 10.8.3 集合 4 与 4 上 的 关系 民 一 起 称 为 一 个 结构 .集合 冯 与 4 上 的 偏 序 美 系 
太一 起 称 为 -- 个 偏 序 结构 ,或 称 偏 序 集 ,并 记 作 (4 ,ER)， 

例 3 (NN, 磅 ) 和 (PG), 忆 ) 虱 是 偏 序 集 . 


10.8.2 哈 斯 图 


利用 全 序 关系 的 良好 性 质 . 可 以 把 它 的 关系 图 算 化 为 较 简单 的 哈 斯 图 ,首先 ,由 于 自 反 
性 ,每 个 项 点 都 有 自 圈 , 则 可 不 画 自 甸 . 其 次 ,由 于 反对 称 性 ,两 个 顶点 之 间 至 多 一 条 帮 向 边 ， 
则 可 约定 箭头 指向 上 方 或 斜 上 方 并 适当 安排 顶点 位置 ,以 便 用 无 向 迎 代替 有 向 过 ,最 后 ,由 
十 传递 性 , 依 传 递 可 得 到 的 有 向 边 可 以 不 画 . 下 面 定义 盖 住 关系 ,并 给 出 作 图 规则 ， 

定义 10.8.4 对 仿 序 集 (4, 志 ) ,如果 工 ;yEA,z 人 yx 天 y; 且 不 存在 元 素 zE 4 使 得 x 
ss 用 zz 二 yy, 则 称 y 盖 住 x, A 上 的 盖 住 关系 covdl 定义 为 

covy4 二 10e3yzE 4AyEdAYy 盖 住 二 

例 4 集合 A4= 门 ,2,3,4,6,12} 上 的 整除 关系 Da 是 4 上 的 偏 序 关 系 . 则 4 上 的 盖 住 

类 系 cov 为 
COVA = TTA 6 6.4,12), (6,12)). 

对 偏 许 集 14. 过 ?4 于 的 益 件 关系 cov4 是 唯一 的 , 可 以 用 盖 住 关系 三 偏 序 集 的 哈 斯 

图 ,和 作 图 规则 为 
185 。 


个) 每 个 顶点 代表 A 的- -个 元 素 ， 

(2) 医 了 侍 yy 且 Y 关 y 则 顶点 在 顶点 x 上方 ， 

(3) 车 (rsyyEecov4, 则 zy 间 连 无 向 边 . 

例 5 例 4 中 依 序 集 的 哈 斯 图 如 图 10. 8.1. 

例 6 对 4=iapch ip 二 > 是 偏 序 集 , 它 的 哈 斯 图 如 网 10. 8. 2， 


10. 8.3 上 确 界 和 下 确 手 


定义 10. 8.5 对 偏 序 集 (4, 近 ?, 且 BC4: 进 一 步 

(1) 车 (yyEBACYA) (rEB 一 y 志 +)), 则 称 yy 为 B 的 最 小 元 ， 

(2) 若 (3920(yEBA(YAD)(rEB -ry)); 则 称 ;为 B 的 最 太 元 ， 

(3) 车 名 y)(yEBACYA)((rEBAZEVD—r=y)), 风 称 yy 为 B 的 极 小 元 . 

(4) 车 (CGEBACOYT)(TEBAyEII-rz 二 y)), 则 称 yy 为 B 的 极 大 元 . 

例 7 在 例 4 的 偏 序 集 (A,Da} 的 喻 斯 图 中 . 令 Bl 二 人 ,4,61,12}, 则 5. 的 最 大 元 和 极 大 
元 是 12, 最 小 元 和 极 小 元 是 2. 令 B, 一 {2,3,4,6), 则 B, 的 极 大 元 是 4 和 6, 极 小 元 是 2 和 3. 
没有 最 太 元 和 最 小 元 . 

注意 区 别 最 小 元 与 极 小 元 . B 的 最 小 元 应 小 于 等 于 B 中 其 他 各 元 . B 的 极 小 元 应 不 大 
开 呈 中 其 他 各 元 [ 它 小 于 等 于 召 中 一 些 元 ,并 与 中 中 另 - 些 元 无 关系 ). 最 小 元 (最 大 元 ) 不 
- 定 存在 , 若 存 在 必 唯 一. 在 非 空 有 限 集合 BB 中, 极 小 元 ( 极 大 元 ) 必 存在 ,不 一 定 唯 一 

定 光 10.8.6 对 偏 序 集 (4, 委 ), 且 BC4, 进 一 步 

(1) 车 (91(y 和 如 AIYzCzE 昌 一 二 y)), 则 称 y 为 吾 的 上 界 ， 

(2) 车 (CyE AACYI) (rEB yr 则 称 y 为 B 的 下 界 ， 

(3) 若 集 合 C={yly 是 晴 的 上 界 }. 则 CC 的 最 小 元 称 为 BB 的 上 确 界 或 最 小 上 界 ， 

{4) 若 集 合 C={y|y 是 BB 的 下 界 }, 则 人 C 的 最 太 元 称 为 BB 的 下 确 界 或 最 太 下 界 . 

例 8 集合 A 二 {2,3,41,6,9,12,18}) ,4 上 的 整除 关系 姜 ， 12 18 
是 偏 序 关系 , 偏 序 集 (4,.Dsy 的 哈 斯 轿 如 图 10, 8. 3 所 示 ， 

BB 二 12,41 的 上 界 是 4 和 12, 上 确 界 是 4, 下 界 和 下 确 界 1! " 
是 2.B, 一 14,6,9} 没 有 上 下 界 , 没 有 上 下 确 界 . B; 一 12,3) 的 上 
界 是 6,12,18, 上 确 界 是 6, 没 有 下 界 和 下 确 界 . 

靖 的 上 下 界 彻 上 下 确 界 可 能 在 B 中 ,可 能 不 在 B 中 .但 一 图 10,8,3 


”8 六 


定 在 所 中 ,上 上 办 5 下 内) 不 - 定 存 在, 不: : 宗 唯 一 .上 确 界 (下 确 界 ?不 一 定 存 在 , 若 存 在 必 
中 - 


10. 8.4 全 序 关 系 和 链 


定 光 10.8.7 对 候 序 集 :有 2, 款 ), 对 任意 的 x,yE€ 有 4, 车 有 + 夺 y 或 7y 硅 z,: 则 称 x 各 yy 是 
可 比 的 . 

定义 10.8,8 对 篇 序 集 :4, 委 ,如 果 对 任意 的 rz,y& 4 和 > 都 可 比 , 则 称 委 为 4 上 
的 全 序 关 系 .或 称 线 序 关 系 . 并 称 *4, 丢 ?为 全 序 集 . 

例 9 N 上 上 的 小 于 等 于 关系 是 全 序 其 系 , 所 以 4N ,所 ?是 全 序 集 .N 一 40 上 的 整除 关系 
不 是 全 序 关 系 . 对 非 空 集合 4,P(4) 上 的 包含 关系 不 是 全 序 关系 ， 

定义 10.8.9 对 贪 序 集 44, 委 ), 且 BESd4. 进 一 步 

(1) 如 果 对 任意 的 xz,yEB,r 和 ?都 是 可 比 的 , 刚 称 互 为 4 上 的 链 ,8 中 元 素 个 数 称 为 
链 的 长 度 ， 

(2) 如 果 对 任意 的 +,yE B,x 种 y 都 不 是 可 比 的 , 则 称 B 为 4A 上 的 反 链 ,B 中 元 素 个 数 
称 为 反 链 的 长 度 . 

例 10 对 例 8 中 的 篇 序 集 ., 1:2,4.12};13.6,18),13;9},118} 都 是 链 . 14,6,9),112， 
18, 14 9 都 是 反 链 ， 

对 全 序 集 (4, 宏 六 显然 二 是 链 ,4 的 任何 子 集 都 是 链 . 

定理 10. 8.4 对 偏 序 集 (4, 扎 ), 设 4 中 最 长 链 的 长 度 是 %n, 则 将 4 中 元 素 分 成 不 相交 
的 友 链 , 扩 链 个 数 至 少 是 ”， 

证 明 施 归 纳 于 于 

当 m= 一 1 时 ,4 本 身 就 是 一 条 反 链 ,定理 结论 或 立 .这 时 所 是 恒 等 关 系 ) 

假设 对 于 nn 二， 结论 成 立 , 考虑 # 一 上 十 1] 的 情况 , 当 4 中 最 长 链 的 长 度 为 十 1 时 , 令 
i 玫 为 寺中 极 大 元 的 集合 ,显然 好 是 一 条 反 链 . 而且 4 一 邓 中 最 长 链 的 长 度 为 &. 由 归纳 假 
设 , 各 以 把 44 一 如 分 或 至 少 吉 个 不 相交 的 反 链 ,加 上 上 反 链 导 , 则 4 可 分 或 至 少 上 十 1 条 反 链 . 

这 个 定理 称 为 偏 序 集 的 分 解 定理 ,这 是 组 合 学 三 太 存 在 性 定理 之 一 ,有 广泛 的 应 用 . 

定理 10. 8.5 对 偏 序 集 :4, 委 》, 若 4 中 元 素 为 ma 十 1 个 , 则 4 中 或 者 存在 -- 条 长 度 
为 mx 一 1 的 反 链 ,或 者 存在 一 条 长 度 为 2 二 1 的 链 . 


10. 8.5 良 序 关系 


定居 10.8. 10 对 入 序 集 44, 委 ), 如 果 丸 的 任何 非 空子 集 都 有 最 小 元 , 则 称 委 为 且 序 
关系 , 称 !4, 近 ? 央 良 序 集 . 

例 11 人, 系 ) 是 全 序 集 ,也 是 和 良 序 集 .4(Z, 扫 ?是 全 序 集 ,不 是 良 序 集 . 其 中 Zz 是 整数 
集 , 因为 ZCZ, 但 是 Z 没有 最 小 元 . 

定理 14,.8.1 -个 良 序 集 -- 定 是 全 序 集 . 

证 有 明 了 设 上 4 之? 是 展 序 集 . 对 任意 的 cy 和 由 可 梅 成 1zyiE4, 它 有 最 小 元 . 该 最 小 
开 或 为 或 为 则 rs 或 3 区 所 以 4, 过 ?是 全 序 集 ， 

。187 ， 


定理 10. 8.7 一 个 有 限 的 全 序 集 : 定 是 良 序 集 ， 

证 明 说 4=faasea , 且 :4, 过? 是 全 序 集 , 假设 ?4 反 ? 不 是 民 序 集 , 则 人 存在 非 空 
子 集 8 三 4, 中 没有 战 小 元 , 因为 是 是 有 限 集合 ,所 以 存在 zy 占 ,使 x 和 无 关系 ,与 全 
序 集 匀 后 ， 

对 -- 个 非 良 序 的 集合 ,可 以 定义 集合 上 的 :个 全 序 关 系 , 使 该 集合 成 为 良 序 集 . 例如 ， 
《Z .和 不 是 良 帮 集 , 在 也 上 定义 全 序 英 系 民 为 :对 ceEZ: 若 la 之 昌 , 则 akR5i 若 @>0, 则 
一 Ru, 于 是 

OR 一 ] ,一 1]R1,1R 一 2, 一 2R2,."' 这 样 ,Z 的 最 小 元 是 0,7 的 子 集 部 有 最 小 元 .《Z ,RR; 是 
良 序 集 . 这 个 定 交 并 的 过 程 称 为 良 序 化 . 

定理 10. 8. 8( 康 序 定理 ) ”任意 的 集合 都 起 可 以 良 序 化 的 . 

自序 定理 可 以 由 Zorn 引 理 征明 ,它们 都 是 选择 公理 的 等 价 形式 ,这 里 不 给 出 证 明 ， 

设 了 及 是 实数 集 台 .和 过 是 R 上 的 小 于 等 于 关系 . 显然 4R .过 ?是 全 痢 集 ,不 是 良 序 集 . 可 以 
在 !R , 近 )? 上 定 尽 常用 的 区 间 . 

定 尽 104,8.11 在 全 床 集 5R ,过 ?上 ,对 于 5 和 有 天 5ds, 则 

(1) [ae 一 (他 |zERAaszsb 称 为 从 aa 到 如 的 闭 区 间 ， 

(2) 《eg 一 1 人 | 人 E 及 六 SYS 吾 站 了 天 oA 二 天 二 为 从 a 到 #5 的 开 区 间 ， 

{3) [a pb)={r| reERAatr 人 EA ad)= irirtERAaCr 人 hh rAd} 

部 称 为 从 & 刘 总 的 半 开 区 间 ， 

(4) 还 可 以 定义 下 列 区 间 

(oa)=ir|rERArEal, 

[Ee 

acoo)= {x|rERAaSr}, 

(a00)= {7r|IrERAaErArAa), 


(一 cccoy 一 及 ， 


习 是 10 


1， 列 出 于 列 关系 民 的 元 素 . 

(1) 及 二 10,1,2}， BB 二 :0,2,4;; 而 

R= try}y|riyEANMND,, 
(2) A i123 37 一,3: ,而 
R= fry TEAAvYEBArS yy). 

2， 没有 A 二 2) C2414) .0313)},， B=10113) ,52,4),(4,2)}, 

求 4AUB,ANMNB .dom(tA), dom(B), ran(Ay rantB), dom(AUB), rantANB). 
- 让 明 ; dom (RUS}~dom(R)UdomtS$)Y,dom{R 站 5S) 和 dom (RR}/ dom(s). 
没 A 一 i],2,37, 在 4 上 有 争 少 不 同 的 关系 ? 设 44| 二 a 在 六 上 有 多 少 不 同 的 关系 ? 
， 语 册 所 有 从 A 一 ia.boc! 到 B= 二 1d) 的 关系 . 
.出 = 和 六 有 2 用 一死 关 系 定义 站 无关 系 ， 
对 村 一 拉 12 上 的 下列 关系 .给 出 关系 图 和 关系 下 阵 . 
BB * 


一 ~ 下 


ba 


(1) 下 一 Troy TY 
(2) 一 1 TS yi 
(3) Rirs 和 > 是 互 质 的 |， 
(dt RR 二 riy) rc 误工 着 质数 ). 

8， 设 下 一 01 027.00:33 22.61.37. 2.3)), 写 出 R:RRE{I R11), 
民有” 

9. 设 A= 出 4 4A A A AT 1 
BA DAZ ,Ci]. 

10， 设 民 , 和 三 是 要 上 的 关系 ,证 明 

RAASUT)= (R: SU Re: T). 

11. 设 汪 为 于 到 了 的 关系 ,了 为 了 到 Z 的 关系 ,4 为 集合 ,二 为 集合 . 证明: 
(1)SL4]CY， 
(2) (CT 3 一 人 SC、， 
(3) SALUB]=SLAU SLB), 
4) SLANBIESLAINSLS]. 

12. 对 4 上 的 关系 只 ,集合 如 和 4 证 明 : 
C1) A 和 ARILA, ]T.RLA,], 
C2 RF CA ADS=RTAUR tA,. 

13， 对 ,1 到 五 的 关系 民 ,a 七 A4, 定 义 娟 的 .个子 集 Riw) 一 1jaR5;. 在 C1 一 414, 一 3， 
21 一 上 10.1;2,3;4;] 上 定 交 RR 二 {rey y= ii | 一 ly 和 rr- 2 
TT 一 {ry 写 册 集合 ROOD ROD ,SCO0).5C 一 1),T(0) ,TC 一 1). 

14， 对 命题 ;* 集 合 万 上 的 -- 个 美 系 尺 , 如 果 是 对 称 的 和 传递 的 ,就 - 定 是 自 反 的 , 因为 
+Rv 和 yRx 区 酒 xRr. 依据 定义 找 出 错误 .在 11,2,3} 上 构造 一 个 关系 , 它 是 对 称 
的 和 传递 的 ,但 不 是 自 反 的 ， 

15. 对 集合 4=11,2,31 上 ,下 列 8 种 关系 图 ,说 明 每 个 关系 具有 的 性 质 . 


n 7 A 
人 /\) A 
:i ~ 了 J CT 局 
入 人 入 亿 
A 及 机 < 


]5， 对 集合 有 一 ,24000101 ,2 上 的 美 系 站 和 SS 省 大 什么 性 质 ， 
R= ly |et ye ld),. 
SS 一 irsyY|r 十 y 是 偶数 

17. 草 汪 上 的 美 系 二 .证 时 


* [S80 。 


22. 


23. 


28. 
29. 


《1) 屎 是 自 反 的 一 7 只， 
(?) 尼 是 非 自 有 友 的 守门 R= 儿 ， 
(3) RR 其 传递 的 富 (R :RCCR. 


.对 和 4 上 的 关系 RR, 和 呈 ;. 判 定 下列 命 种 的 由 假 . 丰 的 证 明之 , 假 的 党 反例 ， 


(1) 车 民 , 和 RR; 是 自 反 的 , 则 尺 。R, 是 自 反 的 ， 
(2) 若 只 和民: 基 非 自 反 的 , 则 只 “。RRs 是 非 自 友 的 ， 
(3) 若 尺 | 和 R&; 是 对 称 的 , 则 Ri， RR; 是 对 称 的 ， 
(4) 若 尺 ! 和 RR; 是 传递 的 , 则 KK。 Ri 是 传递 的 


， 对 集合 4 二 和 .2,3;. 给 出 马上 的 关系 尺 的 例子 ,使 它 有 下 烈性 质 ， 


(1) 对 称 的 且 反 对 称 的 且 传 递 的 ， 
(2) 不 是 对 称 的 且 不 是 反对 称 的 且 传 递 的 ， 


20， 对 集合 4=11.2.3,4} ,4 上 的 关系 六 为 


R= el 22d .3 2 2 21 1). 
说 明 只 不 是 传递 的 ,构造 4 上 的 关系 RR, ,使 RCR, 且 民 . 是 传递 的 . 


， 对 集合 中 一 tabycerqdye,frg, 上 :上 的 关系 民 的 关系 图 如 下 , 求 出 最 小 的 自然 数 


入 ;使 wn 日 R"=R'. 


他 
上 
/A\ CY 
2 Or 村 点 


对 上 集合 如 = 二 {tabyco91 上 的 两 个 美 系 
RI = {taray, (arb, hd};, 
R, = (tad bce), (thd, (eb)). 
求 Ro Rs Reo Ri,R’, Ri. 
对 有 =1a,8,c} ,给 出 上 的 两 个 不 同 的 关系 民 , 和 BR, 使 Ri 一 R; 县 R=Ri, 


. 轴 二 fayprerdye} 上 的 关系 尺 的 美 系 图 如 下 ,给 出 rtR) ,stRR) 和 70RD) 的 关系 图 ， 


om nd ‘) 


[a 
区 La 


. 证 明定 理 10. 5.4(2), 定 理 10.5.5(2) 和 定理 10. 5. 6(2). 
， 证 明定 理 10. 5,11. 
, 对 和 = {wb,eyd) 上 的 美 系 


R= {tap thay bc, ced}, 
(1 分别 用 矩阵 运算 和 作 疼 法 求 7 CR),s CCR} 和 CR). 
(2) 用 Warshall 算法 求 以 民 )， 
对 有 限 集 人 台 4, 在 4 上 给 出 最 多 个 等 价 类 和 最 少 个 等 价 类 的 等 价 关 系 各 是 什么 ”? 
设 尺 是 及 上 传递 和 自 友 的 关系 .了 是 有 上 的 关系 .aTbe3aRbAbRa. 证 明 人 是 等 价 
关系 ， 


30, 


30, 


37， 
38. 


40, 
本 上 


对 汪 =veonicseg' 有 是 二 上 的 等 价 关 系 , 旦 
R= ddand ab By ee cd de Add), 


画 R 的 关系 图 , 求 和 4 中 种 元 素 的 等 从 类. 


设 一 {x1zEZAz>0}, 判定 下 列 集 合 + 是 消 构 成 Z- 的 划分 ， 


C5. 一 lrEZ. 放 7 是 素数 ;, SS, 二 ZZ_ 一 S$ ,R= 二 9 
(2) r= {rl lr ', 


32， 对 非 空 集合 4 .PC40- 1 他 :是否 构成 -1 的 划分 ， 
33. 有 1 个 元 素 的 集合 上 .不 同 的 等 价 美 系 的 数目 是 多 少 ? 
, 设 只 和 85 是 4 上 的 关系 , 且 


S = {db (caRe A cRD)}, 
证 有 车 RR 是 等 价 关 系 , 则 5 是 等 价 关 系 ， 


， 设 世 ,. 是 正 整 数 集 全 ,4 二 ,XZ, ,A 上 的 关系 


R= {TY A | = ya, 
证 明太 是 等 价 关 系 ， 


设 RR 和 RR 是 非 空 集 合 4 上 的 等 价 关 系 , 类 断 下 列 关 系 是 否 半 上 的 等 价 关系 , 特 


不 是 则 给 出 反例 ， 

ly (AXAI—R, 

(2) R?, 

{3) RR,, 

(C4) rR ~- Rs)., 

设 只 是 4 上 的 关系 ,证 明 5 一 TUERUR ' 蚌 A 上 的 相 容 关 系 . 


没 4 (ezasrartriyazsrzs 妇 是 4 上 的 相 容 关系 ,及 的 简化 关系 图 如 下 . 求 出 冯 


的 完全 贾 瘟 ， 


， 对 下 列 集合 上 的 整除 关系 画 出 哈 斯 图 . 


(1) {1,2.3,416.8;,12,24})， 
(2) (1.2,3.4.5,6,7,8,9}. 
写 出 下 列 哈 斯 图 的 集合 和 集合 上 的 偏 序 关系 . 


而 出 下 列 个 冯 集 44,R 的 哈 斯 图 ,并 写 出 定 的 角 大 无. 极 小 元 ,最 大 元 ,最 小 元 ， 


《1) A= ab de!, 

R= ad dr tad a he ee ed eri, 
C2 A= {ebend', 

R= i(tesed Ui. 


+ 设 .. 一 4 于 下 六 了 全 站 1 天 忌 辽 - 上 的 整除 关系 ,了 一 2 


焦 :7 站 求 开 的 上 性 ,下 毋 , 上 确 界 ,下 多 红 ， 


43, 
44, 


47. 
48. 


， 
而 Y 


设 员 是 4 上 的 炉 序 美 系 ,五 三 4. 证 明 六 站 5 五 关 吾 ) 是 号 上 的 偏 序 关 系 . 
设 :4 ,玉生 ,民有 是 两 个 偏 序 集 ,定义 寺 4 关 玉 上 的 关系 民 为 ;对 国人 后 和 已 可 
EB 让 了 是 XB 上 的 偏 序 关系 . 


45，, 冶 出 有 ==10,1,2! 上 所 有 的 偏 序 关 系 的 哈 斯 图 ， 
;， 对 集合 41; 下列 的 尺 都 是 PCA)X P(A) 上 的 关系 ,RR 是 否 偏 序 关系 ,是 否 伞 证 关系 ， 


(1) PORIK, TOPHDOETCKOY). 

(2) (POIROX .TSOPEX AQEY. 

找 出 在 集合 {0;1,2.31 上 和 包含 i0,3) 和 (2,1) 的 全 序 关 系 . 
构造 下 列 集 合 的 例子 . 

(1) 非 空 全 序 集 , 它 的 基 些 子 集 无 最 小 元 ， 

(2) 非 空 偏 序 集 ,不 是 全 序 集 , 它 的 某 些 子 集 没有 最 天 元 ， 
‘3) 非 空 偏 祁 集 , 它 有 一 个 子 集 没有 最 小 元 ,但 具有 下 确 界 ， 
(4) 非 空 偏 序 集 , 它 有 ”个子 集 其 有 上 和 错 但 没有 上 确 界 . 


第 11 章 函数 


上 一 芝 研究 了 关系 的 日 友 ,传递 .对 称 等 性 质 ,并 针对 这 些 性 质 研 究 了 一 些 特殊 的 关系 ， 
如 靠 价 关系 .篇 序 关系 , 这 … 齐 册 究 的 各 贡 函 数 是 另外 … 些 特殊 的 关系 ,这 是 从 它们 的 单 什 
性 ,定义 域 机 值 域 的 性 质 来 讨论 的 , 函数 是 -个 基本 的 数学 概念 ,通常 的 实 函 数 是 在 实数 集 
合 上 讨 沦 的 . 这 里 推广 了 实 函 数 概 念 ,讨论 在 任意 集合 上 的 函数 . 


11.1 转 数 和 选择 公理 
11.1.1 阔 数 定义 


定义 11.1.1 对 集合 4 到 集合 B 的 关系 请 若 满足 下 列 条 件 ， 

(1) 对 任意 的 +Edomt(7) ,存在 唯 -的 y€ran( 放 ,使 xy 成立; 

(C2) dom{7f)=A 
则 称 为 从 44 到 吾 的 隆 数 ,或 称 了 把 44 映射 到 BC 有 的 书 称 下 为 全 蚜 数 .映射 、 灾 换 ). 

个 居士 到 号 的 盟 数 产 可 以 写成 上 4 一 呈 . 这 时 若 > 鼎 , 则 可 记 作 Ar- 或) 

= 

若 4 到 如 的 关系 了 只 满足 条 件 (1). 且 有 dom() 忆 4A. 则 称 了 为 从 A 到 BB 的 部 分 隐 数 
《有 的 节 上 称 了 为 柄 数 )， 

隧 数 的 两 个 条 件 可 以 写成 

C2) COVA YD OY YO ry A ry yy) 

(2) (YA EA I EB AAV))., 

因数 的 第 个 条 件 是 单 值 注 ,定义 域 中 任 一 与 如 中 唯一 的 y 有 关系 . 因此 可 以 用 
1 表示 这 叭 的 yy. 第 .个 条 件 是 4 为 定义 域 .4 中 任 -都 与 8 中 某 个 有 关系 . 注意 
不 能 把 单 值 性 倒 过 来 ,对 和 A 到 旦 的 明 数 六 当 x ry 且 ify 成 立时 ,不 一 定 = 因此, 晴 
数 的 省 关系 不 : 定 是 函数 ， 

如 果 ~ 个 关系 是 序数 , 则 它 的 关系 和 矩阵 中 每 行 恰好 有 - -个 1 ,其余 为 0, 它 的 关系 图 中 每 
个 反 中 的 顶点 恰好 发 出 -条 有 向 边 ， 

例 1 对 实数 集 及 ,R 上 的 关系 了 为 

一 1 一 

了 十 从 及 惠 玉 的 函数 . 记 作 :R 一 及 ,并 记 作 f;x -rt 成 fn) 二 

例 2 集合 肌 二 :1,2,3! 二 的 两 个 美 系 

B= M2 23) .3 1 ,3,2)} 

条 下 一 :1.2 .2.3 
孝 不 是 堆 江 说 的 隐 数 ， 


"U3. 


内 为 下 没有 单 值 人 性 , 邵 43,1:Eg 上 且 有 ,2 Egg 而 对 关系 有 domfhl 一 1121 尖 直 杠 
是 ,二 是 从 11.24 到 二 的 两 数 ， 
定 光 11.1.2 对 集合 有 4 和 8, 从 1 到 8 的 所 有 函数 的 集合 这 为 -1st 有 的 书记 为 BB". 
于 是 ,二 1 FAB!. 
例 3 对 加 一 41423 二 i 训 rb 从 A 到 B 的 隧 数 有 8&8 个. 
A =a) 2) (3 a)) 
=a a 3 ,Db)} 
= a 2b ,3.0)} 
= a) ,2.6 360)) 
f= da) Se 
f= tb) 2 a), (3.b)} 
二 a! 
= 0) 2 0) (3.h) 
于 中 2 一 六 六 
若 4 和 B 是 有限 集合 , 且 14|==m，B| 二 nn; 则 |Asi 二 xn". 从 名 到 襄 的 函数 上 只 有 六 到 ， 
从 启 到 五 的 函数 只 有 了 二 名 ,闭关 客 , 从 A 到 启 的 函数 不 存在 . 因此 ,名 二 名 j=! 人 @}) A. 
一 人 (对 A 关 人 @). 
定义 11.13 设 /A4B,4| 导 4, 定义 A. 在 下 的 象 [A41] 为 
HAT= {yd rE A Ay = fr)))}. 
把 让 Aj] 称 为 酒 数 的 象 . 
设 品 二 辣 , 定 义 后 ,在 了 下 的 完全 原 象 和 1 有] 为 
了 [了 
注意 ,在 上 - 章 广 表 孙子 的 道 关 系 , 这 个 定义 中 的 了 '[B,] 表 未 完全 原 繁 ,可 以 认为 其 
中 的 了 是 站 的 北美 系 .因为 函数 的 逆 关 系 不 一 定 是 函数 ,所 以 了 :一般 只 表示 北 关 系 , 不 是 
逆 阴 数 ( 除 非特 别 说 明 ). 
例 4 ff: 一 Z 定义 为 


~, 
| 


: 当 工 为 偶数 


一， 当 工 为 奇数 


则 AN|I=N.A:— 1.0,1}] = {— 1.0), 
fi2.3})| = 14.5.6,7), 
特别 地 /gj = FZ] = 8, 


| 工 
2 


f(x) 一 


| 


11.1,2 特殊 的 函数 


学 价 关 系 和 责 数 都 是 特 中 2 的 关系 . 同样 可 以 定义 一 些 特 殊 的 汕 数 ,它们 是 其 有 某 种 性质 
的 关 数 . 
定 半 11.1.4 设 A 一 上 
" 194. 


(1) 莉 ran( 抽 一 上 B, 则 称 广 是 满 射 的 ,或 三 层 和 4 到 上 的 ; 
i2) 若 对 任意 的 zaE 直 or 都 和 
Fr ) 关 Fz), 则 称 六 是 单 射 的 ,或 内 射 的 .或 -对 -的 ; 

(3) 若 三 是 满 射 的 又 是 单 射 的 . 则 称 了 上 图 双 射 的 ,或 对. -二 到 瑟 上 的 .简称 驱 射 . 

如 果 广 坟 一 B 是 满 射 的 , 则 对 任意 的 weEB. 存 企 xE 江 使 ftr}y 一 y. 如 果 了 ;A 一 B 是 单 
射 的 , 则 对 任意 的 YE ran( 方 .存在 唯一 的 z 和 44 使 六 二， 

例 5 12110 ff 一 2 一 0 是 满 射 的 , 木 是 单 射 的 . f;N 一 N,7tr) 一 27r, 是 
单 射 的 :不 是 满 射 的 , 上 Zr 一 2 一 1. 是 观 射 的 . 

特别 地 , 赂 ; 二 一 B 是 单 射 的 ,名 : 信 一 FH 是 双 射 的 . 

给 定 册 个 集合 4 和 和 恕 ,是 和 否 存 在 从 4 到 的 戏 射 函数 ? 怎样 构造 从 A 到 BB 的 冯 射 隔 
数 ? 这 是 两 个 很 重要 的 问题 .第 一 个 问题 在 下 一 章 讨 论 , 下面 举例 说 明 第 二 个 问题 . 

例 6 对 下 列 的 集合 半 和 圭 , 分 别 构造 从 志 到 如 的 双 对 隔 数 ， 

(1) A 一 R,B 一 RR,R 是 实数 集 . 

(2) A—=R.B=R =Ixr.rERAzr>0). 


(3) 4A=[0,1),8 二 | 了 .3 | 都 是 实数 区 问 ， 
(4) 4=-NxN ,一 N， 
解 
C1} 念 了 及 -> 有 ,rr 一 
[2) 邻 六 了 一 及 ,Ar)y 一 ee 

全 1 了 工 ] mw 
C3) 邻 广 [0.D 一 | 二 :到 | .rom= 
(4Nx<N 是 由 自然 数 构 成 的 所 有 有 序 对 的 集合 .这 些 有 序 对 可 以 排列 完 直角 坐标 系 -- 


个 象限 中 ,构成 一 个 无 限 的 点 阵 , 如 图 11.1.1 所 示 . 构造 要 求 的 双 射 函数 ,就 是 存 点 阵 中 帮 
序 对 与 N 的 元 素 间 建立 一 一 对 应 ,也 就 是 把 点 阵 中 有 序 对 排 成 一 列 并 依次 编号 0,1,2,…. 


疼 11.1.1 


NXxN 中 元 素 的 排列 次 序 司 0,07 ,O01Y 人 O70.235.1 1020 03 图 中 
用 科 头 表示 次 序 . 这 相当 于 fC0,0 二 0,160.1)=1./(0(01.0)) = 二 2 了 060,2)} 二 3. 
基 然 由 ?所 在 的 斜 线 上 有 六 十 一 1 个 点 .在 此 射线 上 方 , 各 行 元 素 分 别 有 1,2.… mn 
+ 个, 这些 元 素 排 在 C0n: 以 前 ,在 此 冬 线 上 .wm 个 元 素 排 在 Gxm0n} 以 前 . 排 在 Gmsn) 以 前 
的 元 率 其 有 [十 2 十 … 十 fpr …2) | 十 zi 个 ,于 是 , 双 射 押 数 FN xXN->N 为 
二 十 二 1) 


Fi, 
2 


对 碟 限 集合 44, 大 存 在 从 v1 到 N 的 双 射 也 数 ,就 可 仿照 这 种 方法 ,把 4 中 元 素 排 成 一 个 
让 序 图 形 , 校 次 序数 饥 4 中 元 素 . 这 就 构造 了 从 二 到 下 的 双 射 函数 . 


Fo ) = 


1t.1.3 常用 的 函数 


定义 11.1.5 没 /;A4>B, 妈 果 存 在 一 个 yEB, 使 得 对 所 有 的 xE 有 ,有 tr) 一 y, 即 有 
了 A 二 1y i, 则 称 ;A 一 B 为 常 疯 数 ， 
定义 11.1.6 有 4 上 的 恒 等 关系 T4;A=A 称 为 性 等 清 数 .于 是 ,对 任意 的 x 巨 44, 有 
了 CT 二 rr。 
定义 11.1.7 对 实数 集 R , 设 fiR-* 有 ,如果 (和 y)->(CFC7) 所 fCy)), 则 称 FF 为 单调 说 
增 的 如果 Cr 开 2 一 COz< COy)) ,其 称 站 为 严格 单调 递增 的 , 类 似 可 定义 单调 递减 和 并 村 
单 润 递减 的 轴 数 ， 
定义 11.1.8 对 集合 4,nEN, 把 函数 了 .A 一 A 称 为 4 上 的 #4 元 运算 . 
运算 足 算 术 运 算 概念 的 推广 ,在 代数 结构 课程 中 将 对 运算 作 深 入 研究 . 运算 的 例子 有 数 
字 的 运算 ,集合 的 运算 ,关系 的 运算 ,逻辑 联结 词 是 在 iT,F} 上 的 运算 ， 
定义 11.19 没 A,B,C 是 集合 ,Bc 为 从 B 到 CC 的 所 有 函数 的 集合 . 则 下 ,A-*B. 称 为 
一 个 泛 函 (有 时 :Be 王 4 称 为 一 个 泛 隙 )， 
涝 摧 片 也 是 函数 . 它 把 4 的 元 素 a 映射 到 从 BB 到 人 的 销 数 ,BC, 即 函 数值 ta) 是 
天 数 ,1 >f 
例 7 泛 乓 天:R 一 Rata= (Ar 一 了 十 d). 或 写成 下 一 -7 ra 十 .于 是 
2) 对 应 前 数 4 :一 + 二 2， 
六 (2)(3) 一 3 十 2 一 3 
6)7 对 应 隙 数 ”2 :一 7 一 站 
FIG)(3) 一 3 一 6 一 了 
泛 国 傅 才 (2) 有 双重 含义 ;一 方面 表示 2 下 下 的 函数 值 为 (2), 另 一 方面 这 个 值 是 -个 孙 数 
FEZIR rR FI2)sr Fr 十 2， 
定义 11.110 设 玉 是 全 集 ,对 任意 的 ACE.4 的 特征 函数 z 定义 为 : 
中 tA 


Kai x OI Xu) = ! 
l I [0，4a 阁 4, 


例 名 进 五 一 :ap 一 oil 则 
Cu) 一 1， rh) 一 LU ti) 一 1. 
特征 辆 数 庆 集合 的 对 -种 表示 方法 , 模糊 集合 论 就 是 参 昌 特征 上 数 的 思想 ,用 隶属 尖 数 
" |10i 


定义 模糊 集合 ， 

定 光 1].1.11 设 尺 是 4 二 的 等 价 闫 系 , 今 4 一 4 ,pa 二 [ajr' 则 称 g 为 从 4 到 
前 集 4 民 的 雌 型 映射 或 月 然 哑 射 ， 

例 9 设 一 4] .2,3'. 尺 是 .1 上 的 管 价 关系 , 它 诱导 的 等 价 类 是 ;1.2:,13: 则 从 .4 到 
的 卓然 鼎 射 gg 为 
gid 1 

yi p= .2g(3) = 3)}， 


11L1.4 选择 公理 


选择 公理 :形式 1) 对 任 碍 的 关系 民企 在 画 数 了 .使 得 YR Edom(7)=dom(tR). 

选择 公理 其 个 重要 的 数学 公理 ,有 时 记 作 dC. 选择 会 理 运 有 共 他 的 等 价 形式 ,这 里 
的 形 忒 最 直观 ,最 容易 理解 ， 

-- 般 的 关系 尽 不 是 函数 ,因为 总 不 是 单 值 的 . 也 就 是 对 某 此 rEdom{RR), 有 多 于 一 个 
3Wa004 合 入 ran(RR 和 Fan 民有 4 和 及 ro 下 民 这 时 小 有 多 个 值 
yi 之 对 应 ,为 构造 函数 .只 要 对 任意 的 xEdom (RY ,从 《ey rs 中 性 
取 一 个 放大 上 子 中 . 则 上 是 单 值 的 ,ES 只 ,是 有 dom( 广 一 dom(R) 三 是 函数 fdom(R) 一 
rantR). 因为 多 个 有 序 对 中 可 侍 选 其 -: ,所 以 构造 的 廊 可 以 有 多 个 ， 

例 10 设 关 系 只 = la 16512609 则 六 三 人 ay 2.6)1 和 所 一 1 ， 
235) 都 是 满足 条 件 的 函数 . 


11.2 月 数 的 合成 与 坎 数 的 道 


函数 蚌 特殊 的 关系 ,所 以 关于 关系 合成 与 关系 的 道 的 是 理 , 都 适用 于 晴 数 ,下 面 讨论 函 
数 的 - - 些 特殊 性 质 ， 


1i.2.1 函数 的 合成 


定理 11.2.1 设 g:4 一 局 ,7 有 一 C, 则 

(1) f°，g 是 罗 数 gr， 

(2) 对 任意 的 x 有 ,有 (C7)trT= 了 (g(r)). 

证 明 

(1 因为 有 :4 一 昌 , 刚 CYTJCEEO 一 (人 yy 和 有 ACEE). 台 国 太 呈 -= 人: 则 (YY 
(YEE 呈 (3z)fzEtCAdyzy ED 方 ). 由 任意 的 rE4, 存 在 yE 了 有 (rsy)yEp, 对 yE 瑟 存在 
(有 3 因此 对 关 汪 存在 zEC 合 Mr 有 (ye 和 大使 人 ze)EA pp 所 以 
domtf "gil— A, 

想 设 对 任意 的 E34, 相 在 yy 和 ,使 得 tioy Ef 有 iriyij)Ef°。g. 则 

(did {ret Afy) A (rgte h 1 f ys)). 
因为 & 是 晴 数 .好 一世: 灵 因 斑 是 明 数 . 则 一 ww 所 以 fp 是 阴 束 . 
* line* 


C2) 对 插 意 的 EE 于 为 到 CY 人 gg tC2)) 和 大 族人) EE 
fg 又 因 J og 是 蜗 数 , 则 可 生 为 (fr) 二 g(r)), 

函数 的 会 成 可 由 和 图 11.2.1 家 下 .从 图 中 可 风 dom (sg) 一 drantg) 生 B=dom()， 
rant fe, Wm dom{(tf -gy = A ranty :> 太一 人 


定理 11.2,2 设 p:d-rB, 站 ;8B 一 C, 则 有 

全 /5 是 满 射 的 , 则 了 g 是 满 射 的 ， 

12) 要 fg& 是 单 射 的 , 则 了 :上 是 单 射 的 ， 

(3) 车 六 8 是 双 射 的 , 则 六 。& 是 双 射 的 . 

证 明 

(1) 对 任意 的 = 所 C, 因 为 了 上 是 满 射 的 , 故 3yE 吾 ,使 /一 z, 对 这 个 yEB, 内 为 g 是 满 
射 的 : 喜 393xEA 信 g(r) 一 yy 所 以 2 一 vy) 二 (gC 一 (f/f。 gg}(x), 了 了 +g 是 满 射 的 . 

‘2) 对 和 任意 的 xEran(j，g), 若 存 间 x 使 (5 gz) 一 zx 有 量 ( 扩 g(x;) 二 2, 则 存 
在 yy2; 使 Ta: A yf 且 Trg Ys 内 32 fr, 因为 了 是 单 射 的 , 政 yy 二 yz 又 因 ££ 是 单 射 的 , 故 
一 Xa. 所以 ,ff， gg 是 单 射 的 . 

(37 由 (07,(2) 得 证 ， 

这 个 定 埋 的 逆 定 理 是 否 成 立 呢 ?请 看 下 列 定理 . 

定理 11.2.3 设 g:4 一 B,/;8C, 则 有 

(1) 其/ 。g 是 满 射 的 ,如 六 是 满 射 的 ， 

(2) 若 :gg 是 单 射 的 ; 则 gg 是 单 射 的 ， 

(3) 若 f°。g 是 双 射 的 , 则 广 荐 满 射 的 ,g 是 单 射 的 . 

证 明 

(1)》 对 任意 的 xEC., 因 为 "gg 是 满 射 的 , 故 3xE€4. 使 z(t/ "gg)z, 则 jyEB, 使 gy 和 
yfz, 则 3yEB, 俩 7y)==z. 是 满 射 的 . 

(2) 对 任意 的 y 科 rantg) : 若 存 在 its 生 4 使 rigyArsgy 即 用 (Cr 一 ?一 Er 对 这 
个 yEB,( 因 ran(g) 守 8B), 存 在 xzEC, 使 得 f(y)==z, 则 f(g (rz) 一 x 二 fig(re)), 于 是 
ZI Bg)z. 因 为 /+ 是 单 射 的 ,上 邦 x; 二 Xz;, 所 以 g 是 单 射 的 . 

(3) 由 (01) ,t2) 得 证 . 

注意 , 当 了 。g 是 满 射 的 ,r 不 一 定 是 满 射 的 ; 当 上 。g 是 单 射 的 ,f 不 一 定 是 单 射 的 . 

例 1 没 g:AYB /B.A=ial.B=ib dl C= tc He= (tap! fm! hie, 
de 辐射 的 , 信 是 不 大 满 射 的 . 
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例 2 设 g:A>B,f.B=>C,A={a},B={bd) ,C={c}, Hg= {0} f= (bc), 
‘ve)), 则 Fg 二 {layc)}. 了。*g 是 单 射 的 ,但 是 f 不 是 单 射 的 . 

定理 11.2.4 设 fiAB, 则 f=7 "=Js*f. 

证 明 留 作 思 考题 . 


11.2,2 函数 的 道 


一 个 关系 的 递 不 一 定 是 前 数 , 一 个 函数 的 逆 也 不 一 定 是 匡 数 . 
例 3 对 A 二 {tasbsc}. 有 A 上 的 关系 民 为 
R= {a ae) aay), 
从 刀 到 有 4 的 函数 为 
f= {tac hc) ,icray)}. 
则 它们 的 北 为 
RR 二 {bayytcya) ;laa)} 是 A4 到 A 的 函数 ， 
六 二 {eay yleyb) (aye)} 不 是 和 到 4 的 函数 ， 
定理 11.2.5 车 /;4-=B 是 双 射 的 , 则 了 ' 是 耳 数 广 ':B8 一 A. 
证 明 对 任意 的 yEB, 因 为 是 双 射 的 ,所 以 存在 +E A, 使 (x,yE f(y1x)E 广 '. 所 
以 ,dom(AF =B. 
对 任意 的 yE 瑟 ,车 存在 zi ;xs 人 EA 及, 使 得 (yz EFFI!I 且 (yx)EF1 则 (zryyYEF 上 EE 
(xzry) 亿 f 因 为 是 双 射 的 ,帮工 = 二 zz. 所 以 , 广 ! 是 函数 说! ,BA， 
定义 11.2.1 设 f:4 一 B 是 双 射 的 ; 则 称 ';B 一 A 为 了 的 反 函 数 . 
定理 11.2.6 车 f:4-*B 是 双 射 的 , 则 广 ' ;8 一 A 是 双 射 的 . 
证 明 对 任意 的 xzEA, 因 为 了 是 从 有 到 B 的 函数 , 故 存 在 yEB, 使 (x,y)Ef,(y,x) 
EE 六 1!, 所 以 , 广 ; 是 满 射 的 ， 
对 任意 的 zE4, 若 存在 y1 ;ysEB, 使 得 (yi ,xYEF 有 (yyx) 世 六 1!; 则 有 x,y)EFE 
《za 后 上 因为 了 是 函数 , 则 习 =3y 所 以 , 广 :是 单 射 的 . 它 是 双 射 的 . 


TT TT 


例 4 六 | 31 I 1,11, f(x) 一 sinz 是 双 射 函数 .所 以 , 广 :; [一 1,1]~> 


厂 Ti 于 


| 一 到 ,ro =aresiny 是 站 的 反 函 数 . 


对 实数 集合 R, 正 实数 集合 Ri .eg:R-R.，gCz) 一 2 是 双 射 的 , 所 以 ,g 1;Ry 一 R,g ! 
(一 logzy 是 g 的 有 反 函 数 , 

定理 11.2.7 车 f:4AB 是 又 射 的 , 则 对 任意 的 xEA, 有 广 !A(x))=x, 对 任意 的 
EB, 有 fF (y=y. 

证 明 ”对 任意 的 xE€ 4, 因为 让 是 孙 数 , 则 有 < f(r)}E 抽 有 (rx) 马 广 !. 因为 广 
是 函数 , 则 可 写 为 广 ! (fx) 二 x. 

对 任意 的 yEB, 类 伺 可 证 (f(y)) = 二 y. 

由 定理 ,对 任意 的 zE4, 广 (Frz=z 则 ( 广 :。 让 (rz) 一 ,于 是 广 :。 丰 = 六. 向 理 也 
有 ,1 了 一 1 对 非 双 射 的 因数 f;A 一 B, 蚌 否 存在 函数 g;B>A 使 g。，f 一 I 呢 ? 是 否 存 
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在 吗 数 A:B 一 A 使 :上 ==Js 呢 ? 
定义 112.2 设 f.4=B,g:B>A4, 如 果 g°。f 一 14; 则 称 g 为 了 的 左 迷 ;如 果 。g== 
15; 则 称 g 为 f 的 右 北 . 
例 5 设 Firab}— {0,1,2), 
festabsc}* (0,1}, 
ee i012), 
如 图 11. 2.28 所 示 , 则 所 存在 左 逆 gi ,不 存在 右 道 . 户 存在 右 逆 hi, 不 存在 左 逆 . f; 即 存 在 左 
道 g3; 又 存在 右 道 有 ;有 上 且 pg; 二 有 二 褒 !. 加 图 11.2,2 所 示 . 


袜 


出 一 侣 放 CH 1 2 
£1 hs gi=h fy 
图 11.2.2 


定理 11.2.8 设 f4*B,A 关 赂 , 则 

(4) 存在 左 逆 , 当 且 仅 当 上 了 是 单 射 的 ; 

《2) 了 存在 右 道 , 当 目 仅 雪上 了 是 满 射 的 } 

《3) 了 上 存在 左 赣 又 存在 布道 , 当 且 人 如 雪上 了 是 双 射 的 ; 

(4) 若 子 是 双 射 的 , 则 了 的 左 逆 等 于 右 逆 ， 

证 明 

C1) 先 证 必要 性 . 设 存在 ri,rE4, 使 得 Ar 一 rr) 设 g 为 了 的 左 逆 , 则 

TI (zi 一 有 CCrD) = gf UR)) 
=(g°* N(x) = 

所 以 ,上 是 单 射 的 . 

青 证 充分 性 , 因为 上 是 单 射 的 ,所 以 .A 一 ran( 门 是 双 射 的 , 则 广 :ran( 方 -4 也 是 双 
射 的 , 已 知 4 和 阿 , 则 jaE4 ,构造 :BA4 为 

广 !(3)， 当 y € ran(f) 
4 当 y EB ran(f) 
显然 ,5 是 阔 数 gz:B 一 4. 对 任 一 x 有 1, 有 
gr) = EC = FF) 一 工 ， 

所 以 ,g。 f= 二 1sg 的 构造 如 图 11. 2. 3 , 实 箭头 表示 g, 虚 箭头 表示 

(2) 先 证 必要 性 , 设 上 的 右 逆 为 天 :8B 一 4 ,有 上 子 * 天 一 大 则 对 任意 的 yE B, 存 在 xEA， 
使 hty) 二 xz, 则 

3 一 ED 全 FORCy)) 一 rr) 所 以 ,了 是 满 射 的 . 
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再 证 充分 性. (注意 ,不 能 取 太 = 广 ', 因 为 广 ! 不 一 定 是 隐 数 ,上 只是 关系 , ) 因 为 了 是 满 身 
的 ,所 以 ran (==dom( 广 1)= 8B. 依据 选择 公理 ,对 关系 广 !, 存 在 函数 i 导 f!, 生 有 
dom(h) 一 dom( 扩 二 B ,1 且 ran(h) 守 ran( 广 站 一 A, 即 h;,B 一 A, 对 任意 的 y 总 8B, 存在 xX 七 
也 ,使 后 7) 开县 fx) 二 y. 则 

Cf hty) = (3 = flx) = y, 

所 出 ,7 了。 一 于 是 地 的 右 道 .上 的 构造 如 图 1i. 2.4. 实 箭头 表示 上, 蝶 稍 头 表 示 三 

{3) 由 (1),(2) 得 证 ， 

(4) 设 子 的 左 道 为 ES:B-r4, 右 道 为 瑚 :日 一 4,， 则 8。 一 六 一 了 

g=g°ls=g*"* (fA = (tg) :hh=leh=h 

所 以 ,太一 下 


11.3 国 数 的 性 质 
11.3,1 函数 的 相 容 性 


定义 11.3.1 设 1:4B,g:C 一 DD, 如 果 对 任意 的 xEA40C, 者 有 /zr) 一 g(xz) ,就 说 
和 g 是 相 容 的 ， 
定义 11.3.2 设 C 是 由 一 些 函 数组 成 的 集合 ,如 果 C 中 任意 两 个 函数 .f 和 g 都 是 相 容 
的 ,就 说 C 是 相 容 的 ， 
例 1 诬 C={f,g;h}; 其 中 
flab}y (1,2) ,f= {a1) ,48,2)}, 
Bifac} {2 ,8 = {a1}, (ec,2)}, 
hi{bet + {1,2) ,Ah = {0,2), tec,1)}. 
于 是 ,f 与 g 相 容 ,与 丸 相 容 ,但 g 与 不 检 容 .所 以 CC 不 是 相 容 的 . 
定理 11.3.1 设 f.4B,g:C>D, 则 了 和 g 是 相 容 的 当 且 仅 当 Ug 是 函数 ， 
证 明 先 假 设 上 和 z 是 相 容 的 ,对 任意 的 
rT€E AU AN 人 CO, 
有 (各 4Az 和 CC) 或 (z 和 由 AzEC). 对 于 IEAAzEC 有 CF Ua = Fr), xr, fr E 
了 Ug. 并 对 任意 的 y, 若 y 隆 Fz), 则 (x;y 和 AfUg, 对 于 XxX 千 AAzEC, 类 似 地 有 (x,g(x)) 
EAUg. 并 对 任意 的 x, 车 < 了 关 gCT);, 刚 (x ,2) 舍 fg, 此 外 ,对 于 rzEAAzEC, 由 相 容 性 
fT) 二 g(tX), 故 (x ,ftz)) 所 AU g. 并 对 任意 的 如 车 # 关 F(x) 一 g(x),y 则 (ra) 革 fUg， 
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对 尾音 的 xE€EALUC, 有 rE€EAYVXEC, 当 x4, 存 在 (x), 售 (x (XID EF (r(x)? 
EFAUg. 当 xEC, 存 在 g(xz) ,使 (x,g(r))EEg; 司 (rg(zDDEfUg, 所 以 ,fUg 是 明 数 . 

其 次 假设 fUg 是 函数 ,而 了 和 与 g 不 是 相 容 的 , 则 存在 所 44 站 C ,使 f(x) 关 g ix). 于 是 
有 (zyrzyyErazsrgz)y ELUgi 双 有 (rzZ7 ET EC 人 了 LU 然而 请 ) 天 
gCX); 这 与 /Ug 是 函数 矛盾 . 所 以 ,了 与 考 是 相 雁 的 ， 

定理 11.3.2 设 f:4~B,g:C 一 D, 则 了 与 8g 是 相 容 的 当 且 仪 当 tANC)==g 站 (4 
NO). 

证 明 可 以 由 定义 11. 3.1 得 到 ， 

定理 11.3.3 对 函数 的 集合 忆 , 着 忆 是 相 容 的 ,是 = UC, 则 玉 是 销 数 FF;dom CF) 一 
rantF), 有 8 

dom(F) = {dom(A)) |f € Ol. 

证 明 人 先 证 F 是 一 个 关系 . 对 任意 的 EUC, 和 存在 了 EC, 且 #€f. 因 为 w 是 画 数 子 的 
元 仁 , 所 以 ww 是 有 序 对 ,所 以 下 是 一 个 关系 . 

再 证 下 是 一 个 隐 数 .对 性 意 的 ,yi ,Ysay 若 {x ,7ERF 且 4 人 ro 下, 则 存在 万 和 和 和 广 
EC, 使 (xy) 有 且 (x ;ya)€€E fo. 因为 C 是 相 容 的 , 则 所 与 fi 是 相 容 的 ,; 且 有 zxEdom(f) 
站 dom(f2)), 所 以 二 Cr) 二 (7) 二 9 所 以 ;Fidom(F)->ran( 下 )， 

最 后 是 关于 定义 城 的 证 明 . 首先 ,对 任意 的 xzEdom(t 下 ) ,存在 5 ;使 (zyy)EF, 闻 《xr,y) 
和 UC. 于 是 ,存在 fEC 使 (xz,y)Ef 因 此 ,xEdom( 有 ,xzEU(dom( 让 |FEC). 其 次 ,对 任 
意 的 xEU{domt 有 | 了 EC). 存 在 fEC 使 rE€domt 户 . 则 存在 yy 使 (xz;y)E€ 了 于 是 ,x,y) 
EUC, ry EF, TEdom(tF). 之 ,dom(F)= {dom(f) |fEC}. 

定理 说 明 ,由 一 个 相 容 的 函数 集合 己 , 可 以 构造 一 个 画 数 下 ,这 个 下 开拓 了 C 中 所 有 的 
函数 . 


11. 3, 2 函数 与 等 价 关 系 的 相 窜 性 


定义 11.3.3 设 只 是 和 上 的 等 价 关 系 , 且 了 :4-4, 如 果 对 任意 的 z,yE4, 有 
(ER (FzJF ER: 则 称 关 系 RR 与 肾 数 是 相 容 的 ， 
例 2 设 4=11,2,3), 民 是 4 上 的 等 价 关 系 , 商 集 A/R={{1,2},13)}. 设 ,4A 一 4 定 
交 为 搬 1)= 一 3 23 一 3，83) 一 1, 则 灵 与 了 上 是 相 容 的 .因为 ,对 人 1, 2 所 民 , 有 
(f(D ,FI2)) = (3,3) € R, 
对 {3,3) 马 ,有 
Cf FB) = (1,1) ER 
等 . 
定理 11,3.4 设 RR 是 A 上 的 等 价 关系 , 且 了 ;4A 一 4, 如 果 民 与 是 相 容 的 , 则 存在 唯一 
的 函数 请 : A/R 一 A/R, 使 Fz]r) 一 [f(xr)jJr; 如 果 民 与 不 相 容 , 则 不 存在 这 样 的 机 
娄 二 
证 阴 
(1) 假设 R 与 让 是 相 容 的 . 定义 关系 
FPF= {Erle Lf ri |r EE A}. 
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先 证 明天 是 因数 . 对 任意 的 TiyyE 4 显然 :[z R[FCr]iEF, Ty ino[Lfty) jn?EF， 
于 是 
CR 一 LT 
UC ER 
SEFC Ir = [f(y) a. 
此 外 ,由 下 的 定义 ,dom(F)=AiR, 且 有 ran( 丰 CAYR. 因 此 ,FA/RAiR, 且 
FCLr le) = Cx) jw， 

再 证 三 是 唯一 的 . 候 设 下 和 ;都 是 这 样 的 函数 , 对 任意 的 TEA, ra Fe E 
Fi Wr aE A/R, Lr jnEdomtF). 于 是 ,zj [LAEF,. FCF. 类似 可 让 FF. 
于 是 FF 二. 

“2) 假设 是 与 六 不 相 容 . 则 存在 zx,yEA, 使 (x ,YY 全 尺 且 Cx) Ly)) 态 民 , 则 中 zj 二 
[yj 有 是 [ /Az) jx 关 [fiy) jr 但 是 站 ([eji) 二 [Cx ja 下 y] 二 [f(y)jJx. 于 是 下 不 是 函 
数 , 与 已 知 韦 盾 . 所 以 不 存在 这 样 的 下. 

例 3 设 4=11,2,3,4,5,6,7)), 尺 是 4 上 的 等 价 关 系 , 商 集 A/R==1{112,3},1415}， 
467 设 /Ad 一 :4 《2.5 357435206, 1 7，37) , 则 只 与 了 是 相 
容 的 .可 以 构造 让; A/ RANR， 


={{{1,2,3;,{4,5)), 
5} ,11,2.3))， 
‘16.7} ,41,2,3})}, 
育 FL lr) = LAr) i 


11.4 开 集 与 闭 集 


开 集 与 闭 集 是 在 实数 集合 上 的 开 区 间 与 闭 区 间 概 念 的 推广 . 下面 先 在 实数 集 眉 上 定义 
虐 离 的 福 念 ,再 定义 及 上 的 开 集 和 闭 集 . 如 果 在 实数 集 R 的 x 阶 笠 卡 儿 积 R* 上 定义 距离 ， 
也 可 以 建立 R" 上 的 开 集 和 闭 集 ， 


11.4.1 距离 


定义 11.4.1 对 实数 集 R, 荐 p:RXR>R 定义 为 p(tryy))= 二 |z 一 y|; 其 中 ,xz 一 yl 是 
7 一 ?的 绝对 值 , 则 称 为 了 工 的 王 敲 函数 ,对 任意 的 (zy ERXR, 把 pryy) 称 为 利 
y》 的 距离 ,并 可 写 为 plz,y) 二 jr 一 y|. 
这 里 定义 的 距离 就 是 实 轴 上 两 点 之 间 常 用 的 距离 ， 
对 于 及 的 = 阶 笛 卡 儿 积 了 ,可 以 定义 其 上 的 距离 函数 为 p:R"XR" rR， 
人 
一 (Gn yt et ry) 
由 ra ER ,yw ER'". 
在 及 和 和 民 上 和 定 头 的 距离 就 是 在 一 维 平面 和 三 维 空间 中 两 点 间 的 直线 此 离 . 


上 证 在 及 上 定义 开 集 和 人 半 集 . 


11.4.2 极限 点 与 闭 集 


定 兴 11.42 对 实数 集 及 ,过 是 及 上 的 小 于 美 系 ,P 是 及 上 的 工 离 转 数 , 若 ER. 
及 且 s 0 出 集合 


‘TirE RA ol ty i El 

称 为 xr, 的 8 邻 域 . 

定义 11.4.3 对 实数 集中,4 己 RER. 如 果 在 ,的 任 一 个 E 邻 域 中 ,都 存在 不 等 于 
1 的 元 素 二 ,用 zE4, 则 称 … 是 忆 的 一 个 极限 点 (或 凝 聂 点 ). 

定 艾 的 荣 件 可 以 写成 

(YETIEE 有 大坪 人) TrytrE 本 册 汪 和 ro 由 Per e))， 

zw 是 妥 的 极限 点 意味 着 ,i 中 的 元 素 可 以 无 限 接 近 +,, 即 存在 一 个 A 的 不 全 有 ;的 子 
集 , 可 以 排列 成 极限 为 x, 的 序列 , 家 观 地 说 ,在 x, 附近 ,有 4 的 点 是 稠密 的 . ,不 一 定 在 
站 中 . 

例 1 对 4=(a 人 ,其 中 心 人 RER,a< ep, 开 区 间 4 中 的 元 束 和 a.5 痢 是 4 的 极限 
点 , 4 的 极限 点 的 集合 是 [a ,51. 

对 有 4 二 [aibj; 其 中 aER.bER,a<b; 闭 区 间 4 的 极限 点 的 集合 是 A. 


例 2 对 4 一 | 于 入 | ,4 的 极限 点 是 0. 

空 集 没有 极限 点 .有 限 集合 4A 三 RR 没有 极限 点 . 有 理 数 集 QQ 的 极限 点 集合 是 实数 集 R， 
因为 在 任 一 实数 附近 ,有理数 和 庞 理 数 都 是 稠密 的 ， 

定理 11.4.1 对 实效 集 及, 三 及 ,六 E 有 ,er 是 本 的 极限 点 当 且 仅 当 在 4 中 存在 点 列 


MT | 妃 六 Ti Th 入 {177 寺 - Tm cai 


使 得 limz, 一 2 
定理 11.4.2 看 4R 是 有 界 无 限 集 , 则 “上 4 具有 极限 点 . 
例 3 设 A={1,2,3.…}), 则 A 没有 极限 点 . 
定义 11.4.4 对 实数 集 RAR.rmEa4, 若 7 不 是 4 的 极限 点 , 则 称 x 为 4 的 扳 
立 点 . 
妨 的 极限 点 可 以 在 二 中 ,也 可 不 在 4 中 .4 的 孤立 点 一 定 在 站 中 .4 中 的 点 ,或 为 4 的 
极限 点 ,或 为 A 的 孤立 点 . 
定 儿 11.4.$ 对 实数 集 尼 ,4 三 R,A 的 所 有 极限 点 的 集合 称 为 A 的 导 集 , 记 作 .A', 如 果 
生生 4, 则 克 4 为 团 集 ， 
对 十 贱 集 4, 导 集 汪 是 4 的 子 集 , 即 4 的 极限 点 都 在 4 中 . 
例 4 对 aER,PER.a<b, 则 有 
有 =|; 有 4 不 是 闭 集 . 
4A, 二 [p14 二 [a] 及 晤 闭 集 . 
让 


2， ] da 一 504 不 是 闲 集 . 
因为 RR 一 有 ,所 以 及 是 闭 集 ,因为 Q 一 R. 所 以 有 理 数 集 Q 不 是 团 集 , 因为 2 一 多 ,所 
以 作 是 闭 集 . 
定理 11.4.3 对 实数 集 R.4CR. 则 中 是 用 集 , 即 LTP) 三 局 。 
定理 11.4.4 任意 个 疾 集 的 交集 是 闭 集 . 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 财 集 ， 


例 5 设 二 有 ,其 中 4 ， ,1 | 部 旦 闭 集 ， 但是 A=(0,1 不 是 闭 集 . 
由 此 可 见 ,无 限 个 闭 集 的 并 集 不 一 定 是 闭 集 . 


11.4.3 内 点 和 开 集 


定义 11.4.6 对 实数 集 RR,ACCR.iER; 如 果 存 在 x, 的 分 域 ,其 中 全 是 A 的 元 素 ， 
则 称 汉 ,为 刀 的 一 个 内 点 . 
定义 的 条 件 可 以 写成 
(JelEERAeSDOAM (VIIrERA Prr) TE rE A)). 
定 尽 11.4.7 对 实数 集 RR,A4 守 RR, 若 44 的 泡 素 都 是 右 的 内 起 , 则 称 4 为 开 集 
和 例 6 对 aER ER TCD, 
4, 二 (use) 的 内 点 集合 是 Cu,D)， 
一下] 的 内 点 集合 是 Ca). 
所 以 ,4 是 开 集 ,4: 不 是 开 集 . 
R 的 内 点 集 人 台 是 玉 ,R 是 开 集 . 妇 也 是 开 集 .和 没有 内 点 (因为 妃 的 元 素 的 任 .个 < 邻 域 
内 都 有 无理 数 ) ,所 以 日 不 是 开 集 . 
但 得 注意 ,;R 和 放 都 是 开 集 ,也 部 是 闭 集 ;Q 和 RR 一 Q 部 不 是 开 集 ,也 都 不 是 闭 集 . 
定理 11. 4.5 任意 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ,有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 
例 7 设 4= 14 da 上 其 中 由 一 '0,1 十 二 | 部 是 开 集 .但 是 门 4= (0,1] 不 是 开 
集 , 由 此 可 各 ,无 限 个 开 集 的 交集 不 一 定 是 开 集 . 
定理 11.4.6 对 实数 集 民 ,了 二 及 , 串 
(上 如 是 开 集 , 则 及 一 二 是 古 集 ， 
(2) 若 和 4 是 闭 集 , 则 RR 4 是 开 集 . 


11.5 模糊 子 集 


-个 集合 表示 “个 确定 的 几 念 , 论 域 中 任 一 元 素 是 右 属 于 :个 集合 ,回答 是 确定 的 , 例 
如 2&€N 和 7 全 N 都 是 确定 的 .但 在 人 类 知识 的 额 域 中 .还 有 很 多 不 确定 的 概念 , 年 老 就 十 不 
确定 的 。- 般 认为 ?70 岁 以 上 是 年 老 的 ,30 岁 以 下 不 是 年 花 的 :但 是 对 50 密 岁 是 再 算 年 攻 的 
没有 人 确定 的 回 等 这 类 概念 没有 明确 的 外 延 , 称 为 摸 糊 赋 念 . 可 以 用 模糊 集合 沦 研 究 这 类 概 
念 . 模糊 集合 论 是 是 国 党 着 下 .zaden 在 1965 年 创立 的 . 
模糊 集合 沦 紧 模糊 数学 的 基础 .模糊 数学 不 征 让 数学 室 成 模糊 的 东西 ,而 是 直 数 学 进 人 
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描述 模糊 现象 的 领域 . 模糊 数学 借用 数学 工具 ,通过 模仿 人 类 思维 ,描述 和 处 理 模糊 概念 , 这 
一 节 简 鉴 介 绍 模糊 集合 沦 的 基本 概念 . 

在 模糊 集合 论 中 ,用 隶属 函数 表示 模糊 子 集 . 隶属 陆 数 模仿 了 可 以 袁 示 集合 的 特征 孙 
数 : 下 面 先 介 绍 特征 函数 ， 


11. 5. 1 集合 的 特征 函数 


定义 11.1.10 口 经 对 集合 的 特征 函数 作 了 规定 . 设 瑟 是 全 集 , 对 4 三 下 ,4 的 特征 上 
数 是 
11、eE 六 
i0，a 攻 1 
特征 函数 有 下 列 性 质 , 其 中 一, 一 ,* 是 算术 加 、 减 .乘法 ， 
定理 11.5.1 设 玉 是 论 域 ,4 乞 玉 ,8B 守 E, 则 
C1) (YxI Xa = A= 
(2) (Yr Xz) =1)OA=E, 
[中 
Cd) Yt x =OA= 8, 
C5) KanntT) = Katr) ¥ Katr), 
(CB) Waar) =X Yar) — Kan tz), 
(C7) Ka CT) XAT Ya) 
(BY atl)= 1 Xtr). 
证 明 只 证 (5}, 其 余 留 作 思 考题 . 
05》 Kanntr)= lrEANBSrEeAArEB 
XT) = 1 A Yatr)= 1 
OXaAlTI NR X(T = 1, 
此 外 Xanatx) 一 0 全 7 在 几 门 号 天 7 在 媳 六 工 在 吾 
ar DY 一 0 
atT) % Xalr) = 0, 


XA: {Olt ,Wale 一 


所 以 ,结论 得 证 . 
利用 特征 困 数 的 性 质 , 可 以 证 明 集 合 恒等式 ， 
例 1 对 集合 A,B 和 ,证 明 
ANHBUYUO=ANBU NG. 
证 有明 Xiaje Cz) 二 Xa tr) * Xauc (tr) 
Yar) CYT NT Yanetr)) 
= XAT) Eat) Ka TY XrtT) 
— Yar) x Yar) x XACT) ¥ Kotr) 
= ptr ane tI — Yanatr} ¥ Karelry 
= Kan ean (TY). 
二 是 依 (4) ,结论 得 证 . 
200， 


注意 ,证 明 中 使 用 的 第 全 )》 Rat rr) Xutz) 很 容易 证 明 . 


11. $5.2 模糊 子 集 


定义 11. 5.1 设 巨 是 论 域 .下 上 药 一 个 模糊 子 集 4 是 指 :存在 一 个 函数 ws :已 ->[0,1 ， 
并 称 pa 为 A 的 素 属 函数 . 

定义 实质 上 是 说 ,用 否 属 函数 jy 表示 模糊 集合 . 对 任意 的 zEE, 都 有 唯一 的 隶属 虹 数 
值 pa (x7EL0,1j],ja(z}) 表 示 z 属于 和 4 的 程度 , aa(z) 一 1 表示 XE,Watr) 二 0 吉水 人 44. 
但 在 0 二 jaltx} 世 ] 时 ,表示 x 作 一 定 程度 上 属于 有 ,这 时 xEA 和 和 44 都 不 成 立 . 

例 2 在 图 11.5.1 中 给 出 了 5 个 图 形 . 它 们 组 成 全 集 E= 1a,b,c,d,e}, 


(ODO oO vy 


图 11.5.1 


对 二 中 每 个 元 素 给 出 一 个 隶属 程度 ， 
Hata) = 1 Hath} = 0.9, Kalc) = 0.4, 
ratd) = 0.2, jate) = 0. 
这 定 浆 了 一 个 隶属 函数 ja:E 一 L012. 并 用 ps 定 义 了 EE 的 一 个 模糊 子 集 4, 4 表示 了 "图 
形 ? 这 个 模糊 概念 . 
在 是 有 限 集合 时 ,可 以 用 3 种 方法 表示 ja 
(1) 用 有 序 对 的 集合 表示 ,如 
也 = a 0 9 ye 0. da 0. 2 ,cer0)} 
t2) 用 Zaden 的 记号 表示 ,如 
并 二 17a 十 0.9 和 十 4 十 02/c 十 0ye， 
(3) 用 于 无 组 5 向量) 表示 ,如 
4 三 10.9.0.4.0.2,0» 
3 种 表 沙 方法 中 所 给 的 例子 ,都 表示 了 例 2 中 的 44. 第 3 种 方法 要 求 瑟 中 元 素 排 成 对 点 的 
元 组 . 
模糊 概念 白 模糊 子 集 表示 . 模糊 子 集 由 其 隶属 函数 来 描述 ,这 类 似 于 普 表 集合 由 其 特征 
函数 来 描述 . 集合 的 特征 函数 值 是 1 或 是 0, 这 表示 一 元 素 是 否 属于 一 集合 ,模糊 于 集 的 隶 
属 函 数值 是 在 L0,1j] 区 间 中 ,该 值 表示 该 元 素 隶 属于 该 集合 的 程度 , 例 2 就 是 在 5 个 形状 的 
全 集中 建立 " 圆 形 "这 个 模糊 概念 .用 五 上 的 这 个 模糊 子 集 4 表示 “ 圆 形 " 这 个 模糊 概念 ,并 
用 束 属 函数 jn(z) 家 示 这 个 模糊 子 集 44. pata) 一 ] 表示 a€ dd pate) = 表示 e 氏 44, 而 be, 
9 则 在 小 同 程度 上 属于 A. 
对 于 全 集 EE 的 一 个 普通 子 集 妥 . 任 一 个 aEFE, 有 wE€AA Wu 舍 44. 几 特征 函数 值 xca) 取 
1. 取 0 表示 4 局 于 ,不 属于 4 可 以 用 谓词 恕 Cz) 表 示 XE 4, 则 @ta) 或 真 或 假 ,是 二 值 迎 辑 
中 的 :个 命题 . 
村 丁磊 的 一 个 模糊 耻 集 二 , 任 一个 a€EE, 或 省 4 人 € 忆 . 碟 阁 4a 和 如 .或 者 4 只 在 : 定 笠 度 
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上 属于 妥 ; 若 以 R(X 表示 Xx 人 和 ; 则 RC) 可取 真 ,可 取 候 .也 可 所 不 真 也 不 假 (只 在 一 定 程度 
上 真 ). 这 种 Riz) 是 多 值 邮 辑 中 的 彰 词 ,可 见 模糊 集合 是 与 多 值 逆 竺 有 关 的 概念 ， 

注意 区 别 素 周 晴 数 和 概率 , 居所 有 x,patt) 之 和 不 是 1, 这 与 概率 不 同 , 概率 反映 客 
观 事 件 发 后 的 可 能 性 , 束 属 函数 皮 映 主观 认为 隶属 程度 的 大 小 

当 Ai 的 值 域 为 0.1 时 ,ms 就 媒 化 为 一 个 特征 函数 ,4 就 晓 化 为 -个 普通 集合 . 所 以 , 集 
合 是 模糊 子 集 的 特例 ， 

仿 FLE) 表 汞 上 上 全 体 异 糊 子 集 组 成 的 集合 ,P(E) 是 玉 的 曙 集 . 则 PFEYSERIE). 当 和 4 
EFCE) 一 PELE)) 时 ,4 称 为 真 异 糊 子 集 , 这 时 存在 rEE, 使 yatz) 久 40.1). 

例 3 以 年 龄 为 论 域 , 令 下 = 王 10 1 200 Zaden 给 出 了 "年 老 吕 和 "年 轻 "了 这 两 个 
模糊 子 集 的 束 属 函数 . 见 图 11. 5. 2， 


10, 当 0 过 了 区 50 

Hn Cr) = 站 二 50 | ， 当 50 必 工 雪 200 
1 当 0 委 了 区 25 

和 +i | . 3457<200 


1i.5.3 模糊 子 集 的 运算 


对 模糊 了 集 的 运算 有 不 同 的 定义 方法 , 使 用 较 多 的 是 Zaden 给 出 的 下 列 定 文 ， 
定 兴 11.5.2 设 包 是 全 集 ,4,BEF(E), 则 AUB,A4N 站 mB, 一 4 具有 下 列 求 属 函 数 
HaJHtT) = Maxtia (tr) Hg (Fr)), 
Ha tT) = min(ya tx) ACT) 
Katr) = 1 At), 
AUB.4B, 一 4 分 别称 为 并 集 、 交 集 .绝对 补 集 z 
例 4 在 图 11,5.1 的 论 域 EE= 1a,6,c,d.e; 上 ,定义 两 个 模糊 子 集 4( 圆 形 ) 和 
如 ( 方 棋 )， 


a 由 站 过 e 
所 t 圆 形 ) 一 《1， D.9, 0.4, 0.2, 0) 
Bt 方形 ) = {0.2, 0.3, 0,.6, v1 0} 


l 
则 4 UB( 或 方 或 圆 ) 一 (1， Q,9, O66, D2, 0) 


人 4 门 召 ( 亦 方 亦 较 ) 二 (0.2，0.3，0.4，0.1， 0) 


一 4( 不 圆 ) 一 (0， O01, .6 0.8, 1)， 
例 $ 对 倒 3 中 的 © 利 工 “或 年 老 或 年 轻 ? 可 以 表 水 为 
1 当 0 和 5 
. | 二 25 7 bl = < 
ry U(r) = | 二 5 | 2 2 1 
- 一 50 _ 
1 一 i ，。 当 和 5 00 
1 i - 
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“ 藉 年 老区 年 轻 "可 以 才 示 为 


Hy rot) 一 ' 品 ! 


“不 年 轻 " 可 以 去 示 为 


1， 当 0 和 E25 


Ar 一 + 一 让 一 DT - . 
! 1 11 二 | ， 当 265 一 工 雪 200 
， 器 


11.5.4 截 集 和 分 解 定 理 


定 尺 11.5.3 设 五 荐 全 集 ,AE8CE), 对 XE -0,1,. 集 合 
(4 一 他 nx) 之 4 


称 为 马 的 4 截 集 (4) 可 以 写作 4 


则 


小 是 普通 集合 , 即 44E PCE). 定 义 说 明 , 给 定 后 ,可 以 把 模糊 于 集 和 4 转化 为 集合 -1 
例 6 对 例 2 中 的 槛 糊 子 集 友 ,有 
A= la, As = Ass = iad:, 
A = A = ta bc}, 
A = A= a bidi, 
A = {up Eee 
定理 11.5.2 设 是 全 集 ,A,BEFCE),AE 0 . 则 
(1) CAUB),= (CANBY,. 
(2) (AN BY.= (ANN BY.. 
证 阴 
(1) 对 任意 的 .rEE, 可 玲 
EAU BOpaL g(r) EA 
人 max pg (tr)) EA 
Aa) A 站 
rE CGD, VY rE (BNET EE (AN UY (BN. 
(2) 证 明 类 似 (1)， 
定理 11.5.3 设 鼎 是 全 集 .AER(E),4,dE[0,1], 则 
(1) Ao A i, - 
(2) A,=E. 
直 明 多 作 思 专题 . 
定理 11. 5. 4( 分 解 定 理 ) 没 E 是 企 集 ,A4EKCE),AE[041],%a (0) 是 A 的 特征 基数 ， 


{i} = SUD (int (A Xa (a0)y, 
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{其中 sup 表示 集合 的 上 确 界 .in! 表示 集合 的 下 确 界 , ) 
证 明 ,sup (nf CA Xs tw) 1) 


—maxt sup Cnf{tAa Xa CH))}, 
| ~ 


2 


sup Cinf (A,X (0))) 
和 ” 
at As] 时 ,和 总 则 Na 一 0iniCu rr ty) = 0, 所 以 
suy tinf CA Xs CH)) 


一 Sub (CinfaA,Xx, Cu))) 
A “ 


1 


一 sub (inf (A,1)) “ 因 5 刀 1 
一 Sub A 〈 因 4 所 1) 


=— pfar) 
截 集 概念 和 分 解 定型 是 联系 普通 集合 与 模糊 子 集 的 桥梁 ， 
定义 11.5.4 设 EE 是 全 集 ,AEFLE), 则 
suppA = 人 Past > 0} 

称 为 4 的 支 集 , 截 集 4 称 为 4 的 核 ,(supp4) 一 4 称 为 4 的 边界 . 

核 4, 的 元 素 完 全 隶属 于 4. 若 41 隆 烹 ,就 称 4 为 正规 模糊 集 ;车 4, 一 户 , 就 称 刀 为 非 
正规 模糊 集 . 

截 集 、 支 集 、 核 和 边界 如 图 11. 5, 3 所 示 ， 


| 锐 | 边界 4 


当 由 1 下 降 到 趋 于 0( 但 不 达到 0).4, 就 由 4 的 核 扩 大 到 及 的 发 集 , 截 集 的 集合 
(4;10 < 41 
包含 着 边界 游 移 的 集合 ， 


习 题 11 


1. 下 列 关 系 中 哪个 是 疯 数 ? 
fl ry rENAyENAT+TyT10), 
(2) tr yy rERAvERALT= yi:, 
(3 41ey) rERAYvERA Y= .. 
2 十 列 集合 是 函 数 町 ”如果 是 . 写 基 定义 域 和 值 域 . 
"10.» 


CY 2 3 .二 1 2 
CA Bd 3 
CH) ll 2 


， 设 /RE 站 和 FU 是 五 迷 喇 ?如果 是 ,让 明之 :不 旺 则 举 度 例 . 


Ln | 


~ 


1G. 


' 1， 当 必 是 厅 数 
沿 AN N= 
当中 偶数 


REO OF OB dd ,1. 

对 焉 列国 数 分 刚 博 定 ， 

If) 号 否 臣 满 射 的 , 单 射 的 , 双 射 的 ;如 果 是 友 射 的 . 写 出 -的 表达 式 . 

tb) “入 出 晴 数 的 入 和 对 给 定 集 合 5 的 完全 原 象 ， 

[区 系 民 王 :rdoemt 关 Fr 一 疙 3 是 do 六 上 的 等 价 关 系 ，: 般 
称 为 出 画 数 乒 导 出 的 等 价 关 系 , 求 RR. 

(CR rN Fr) = ,So 

29 NeN Fa) 一 2 一 1:3 一 2.31， 

3) 一 Ar 一 rl S= 0,2., 

(4 FN—=NXN. /n= nn 1 = (2,2), 

27 十 ] 


(5) f: £0,100,1], f(x)= ,5=:0, 
下列 区 数 是 否 满 射 的 , 单 射 的 , 双 射 的 ? 

i /RR fr=r 2r 一 15， 

(oY FN--10! >R. fir)=log:7. 

(31 /RN-=N,FCO 二 且 ， “ 是 奇数 
| '， 工 是 俩 数 
(ty fAN—rN,fir)=—=r mods, 


(其 中 rr mod 3 是 x 除 以 3 的 余数 .)】 

这 大 是 有 4 上 的 等 价 关 系 ,g:A 一 AMR 是 自然 映 射 ,什么 条 件 下 pg 是 冯 射 的 ? 

找到 集合 二 和 遂 数 jf ,gE ;使 六 是 单 射 的 且 是 满 射 的 ,但 都 不 是 汉 射 的 . 要 求 
小 尽 可 能 小 . 


1 
2 


， 对 有 限 集 合 训 和 BB，4 .二 mm,|B| 二 nn. 求 在 下 列 情 沉 下 mw 和 二 应 满足 的 条 件 . 


(存在 从 二 到 二 的 单 射 函 数 ， 

f2) 存在 风 飞 到 吾 的 满 射 呈 数 ， 

(3) 存在 从 二 到 吾 的 双 射 汶 数 . 

对 下 州 集合 二 和 BB, 构造 从 直到 旦 的 双 射 函数 . 

i A Bb. 

(2) A— (0. ERB- .ER, 

(3) A POO BX, 中 Nb = 1, 


,A 


EP 2 PEA fly pb.. 


引证 亚 昌 的 友 显 昔 肌 的 .其 首 昌 得 戌 辣 


12, 


14. 


19， 


2 


2]. 


设 ABg:C-rD,fOg,( 呈 44, 证 明 /= 二 8g. 


3， 证 fAERR CT) = r 十 38CoD) 一 2r 一 18(x)7 一 汪 : 求 出 peofif gt: ft, 


中 

站 n 是 偶数 
没 faihEN COD nt lg 是 奇数 求 出 了。 上 
fowmpo fn hh gtf* pg) oh, 


.证 明定 埋 11. 2, 4， 
. 设 有 hEA4, 证 明 “ 对 .: 切 fgEAay 如 果 h，f=h*g 则 f=g" 成 立 的 充 要 条 件 是 “h 


起 单 射 的 ”， 


. 设 /ABg;1B>C,(ge 让 1;C 一 和, 说 明 g 不 一 定 是 单 射 的 . 
, 设 z 和 7, 是非 空 集合 及 上 的 两 个 划分 ;如果 的 每 个 划分 块 都 包含 在 7 的 菜 个 划 


分 块 中 , 则 称 x 是 #* 的 如 细 , 并 写 为 所 mr 加 细 关 系 委 是 4 的 一 些 划分 组 成 的 非 
空 集合 上 的 个 序 淆 系 ， 

设 六 , 疡 , 方 , 六 ER 分 别 定之 为 

| 1， 让 六 0 一 ]， 工 记 工 
(tr) 一 _ 0 |, ez 

一 1 对 i 二 1,2,3,4, 邻 巨 是 由 /导出 的 等 价 关 系 ( 参 看 第 5 题 
Ce)). 
(1) 对 B 二 1R/E1,R/E;,R/E;,R/E) 和 B 上 的 加 细 关 系 和 所 , 画 出 偏 序 集 (B, 专 ) 的 

哈 斯 图 (其 中 R 是 实数 集 ). 
C2) 对 一 1:2,3,4: 定 义 呈 :及 一 及/ 区 为 

Ez) = [rle. 

分 别 求 g, (40). 
证 明 模 糊 子 集 的 UU 和 门 运算 满足 交换 律 ,结合 律 ,者 等 律 ,吸收 律 ,分 配 律 和 座 
根 律 ， 
设 世 是 全 集 ,A 守 EE,BSCE, 证 明 对 任意 的 x€EE, 有 
C1) CY Xatz) Xa(r) OACH, 
(2) Kanatr) =min(Xatr), Kstr)), 
(3) Xapt rT)—max(Xa tr) Xt)), 
C4) XaatT} XA) — Yana(ry), 
用 例 3 中 的 各, 给 出 * 又 不 老 又 不 年 轻 " 的 素 属 函数 ,给 出 ,sOos. 
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第 12 章 实数 集合 与 集合 的 基数 


集合 的 基数 勾 称 为 集合 的 势 , 基 数 就 是 集合 中 元 素 的 个 数 , 对 有 限 集 全 ,只 要 数 一 数 其 
中 直 素 的 个 数 , 就 可 知道 它 的 基数 . 对 无 限 集合 ,就 不 能 用 数 个 数 的 办 法 了 . 那么 怎样 比较 两 
信 励 限 集 全 的 大 小 呢 ? 
对 实数 集 R 和 正 实 数 集 及 . ,显然 R .各 民 , 似乎 及 比 及 -的 元 囊 冤 ,然而 可 以 建立 双 射 
黄 站 
、 7 了 :有 一 及 ,Fr) =e. 
国政 ,对 任意 的 xER, 存 在 唯 -的 yER- ,使 ?二 er 并且 对 任意 的 yYER- ,存在 唯一 的 zE 
R ,使 3 一 后 这 党 明 , 双 射 晃 数 了 在 玉 的 元 素 和 及 -的 元 素 之 间 建 立 了 一 一 对 应 .及 的 元 圳 不 
比 RR. 多,R | 的 元 素 也 不 比 R 多 .应 该 六 这 了 漆 个 集合 有 同样 光 的 元 素 ,它们 的 基数 相同 . 
判定 两 个 无 限 集合 基数 是 溃 相同 ,将 采用 类 似 的 方法 ,看 能 否 建 立 两 个 集合 间 的 双 射 函 
数 . 对 有 限 和 集合,“ 数 元 素 个 数 ” 钢 方法 实质 上 也 是 建立 错 射 函数 , 对 有 限 集合 4, 如 果 存 在 自 
名 散 和 =f0,14240004 一 1}, 可 定义 又 射 函数 ;4 一 NN, 则 44 的 基数 是 n. 双 射 卫 数 将 是 研究 
全 基数 的 主要 工具 . 
第 9 章 介 绍 集 合 论 公理 系统 时 ,已 经 定义 了 自然 数 集 N. 下 面 先 定义 无 限 集合 多.Q 和 
R ,得 介 绍 基 数 ， 


12.1 实数 集合 
12.1.1 整数 集合 Z 


定义 12, 1.] 对 自然 数 集合 NN, 令 
ZN 10!, 
££ =i0nln€E ZT.}, 
=Z.U 0 UL, 
刘 称 -的 元 素 为 正 整 数 ,2 的 元 素 为 负 整 数 ,Z 的 元 素 为 整数 . 
定义 12.1.2 一 个 整数 的 相反 数 分 别 是 
一 R= (0m 当 n 人 Er., 
一 0 = 0, 
— 0 =n 当 和 
广 集 合 NN 上 已 定义 了 小 于 等 于 关系 去 和 小 于 关系 之. 为 了 区 别 , 下 面 把 N 上 的 所 记 作 
把 N 上 的 过 记 作 过 
定义 12. 1.3 在 集合 地 上 定义 小 上 上 穿 于 关系 所 ?为 , 若 对 任意 的 zyEZ, 满 足 
Ty 当 且 仆 和 ENA3ENACSA YEZ AyEN) 
WE 
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企 焦 合 贡 上 和 证 交 小 于 关系 7 交大 寻 代 丰 和 驹 vv: 满 中 
和 


12. 1.2 有 理 数 集合 QQ 


定 尖 12.1,4 对 整数 集合 头 , 邻 
=i 起 0 
放 称 有 @ 是 和 上 的 因 式 的 集会 . 本人 万 @ ,可 以 用 a 必 人 代替. 在 QQ 十 定 文 英 系 之 为 ， 
对 尾音 的 qi 访 毛 @i cid 亡 i;, 诺 电 
a 二 全 当 a rd 一 pre 
其 中 od 是 在 了 上 定义 的 乘法 ,= 是 7 上 的 相等 关系 . 

显然 .0711,1/2,214,3/8, 都 是 QQ 的 元 素 ,170 不 是 急 的 丈 素 , 且 172 一 274， 

定理 12.1.1 在 QQ 上 的 关系 全 是 等 价 关 系 . 

证 明 对 任意 的 a/8,c/d ye/ 了 人 EQ， 有 

1) 因 a :b=bra;y 则 5 二 afB. 世 以 :二 是 自 反 的 . 

(0) 车 ab 全 cf 中 则 a A= 如 则 cB=d ai 则 crdarp 所 以 ,之 是 对 称 的 . 

(3) 若 GApey/C He/adeff ,MMMar d=b*e Aes f=d re Pardrer fobhrec" 
de, 国 为 d 关 如 a rer 了 一 brere, 荐 ec 关 0. 则 a 了 二 pseyalhpze/ 了 车 c 一 0 则 a 二 0 
旦 ee 二 0, 也 有 a6 二 ej 六 所 以 ,二 是 传递 的 . 

定义 12.1.5 令 Q=Qi' 守 , 即 QQ 是 集合 色 | 对 等 价 关 系 二 的 商 集 , 则 称 Q 的 元 素 为 有 
晶 数 ,一 般 少 ai 表示 外 中 的 无 素 [ iarb’]-; 上 避 惯 上 取 ua,5 是 互 素 的 整数 , 介 六 2 

1/2= 1,2)]-. =11/2, 1/—22/dei, 

定义 12.1,6 在 届 上 定义 小 二 等 于 关系 所。o 为 ,对 任意 的 a 人 .ci/dEQ, 满 足 

arb od 当 且 术 当 a :dd 所 jh". 
在 上 是 多 小 于 关系 之 o 为 ,对 任意 的 wib,eidEQ, 满 足 
dap Locid SH Socd) h lard eid). 


12. 1.3 实数 集合 及 


实数 的 定义 比较 复杂 . 一 个 实数 就 是 一 个 无 限 小 数 , 有 了 眼 小 数 补 上 无 限 冤 个 0 也 可 看 作 

无 限 小 数 , 一 个 无 限 小 数 基 一 个 有 限 小 数 序列 的 极限 , 例如， v3 =1. 414… 是 数列 
1.1.4,1.41.1.414,.*: 

的 极限 . 而 且 有 有限 小 数 都 属于 总 . 利用 这 种 思 柱 ,对 任 ~- 实 数 &, 存 在 有 理 数 的 数列 ,上 其 槛 限 
是 a. 我们 将 限定 这 种 数列 是 有 和 办 非 递 威 的 ,极限 为 a 的 这 种 数列 也 会 有 很 多 ,它们 组 成 的 
一 个 等 价 闫 9 吕 以 用 来 表示 a. 

下 和 面 将 把 皖 w 和 过 a 简 条 为 < 和 于 . 

定义 12.1.7 如 果 了 ;NvQ 满足 条 件 . 

{rEQAVYA NEN FI) 

Co dinENA Yo Vn NAN A 
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MneihmSn (pn (0)), 
则 称 / 是 -个 基本 郴 数 ,或 有 界 非 递减 两 数 . 当 7 星 -一 个 基本 曙 数 时 , 则 珊 数 值 
1 着 )， 
称 为 一 个 基本 序 询 , 它 有 有 时 与 为 
or a 

上 3 表示 所 有 基本 孙 数 的 集合 , BFL 四 表 未 是 -个 基本 消 数 ， 

定理 12.1.2 当 /;N 一 Q 取 常 数值 时 ,是 基 本 吧 数 , 即 对 任意 的 EQ， 

pe pe 

是 -全 基本 序列 ， 

定理 12, 1.3 闻 在 不是 常 件 肾 数 的 基本 函数 ， 

基本 质数 实际 就 是 有 理 数 的 数列 ,定义 中 人 条件 (1) 要 求 该 数列 是 有 界 的 .条 件 (2) 要 求 数 
列 是 单调 非 递 减 的 ， 


例 1 没 /IN~Q,Aoo 一 1 一 于, 则 了 是 基本 函数 . 相应 的 基本 序列 是 


1 
人 
4 3 和 4 ‘nl 


~ 
mt 
Ir 


例 2 设 /N-Q,A(O) 一 1, 昌 当 a>0 时 ,AD 一 ;1 十 过 | .可 以 证 明了 是 基本 函数 ， 
由 基本 序列 旦 


9 B14 
1， 2 ， 下， 57° 


该 序 州 的 极限 尾 e， 
定 光 12.1.8 对 基本 肖 数 的 集合 ,定名 上 的 美 系 二 为 ,对 任意 的 fi,gEB, 满 足 
ff 二 jg 当 作 仅 当 
(YEEEQR ETN (MENA Ym) 
(CRENAA 人 EAM) fm) -一 < e))). 

御 观 上 说 ,f/f 二 gx 等 价 于 了 和 和 上 的 序列 的 极限 相同 . 
定理 12.1.4 了 3 工 的 关系 全 是 等 价 关系 . 
白 友 性 和 对 称 性 亚 然 成 立 . 传递 性 的 证 明 可 以 由 有 理 数 的 下 列 不 等 式 


lua—ec|l am + ||-—cl 


Re 


得 到 . 

例 3 对 例 1 中 的 AD 一 1- ,和 g(m)=1, 最 然 有 f= 

定理 12.1.5 设 AN > 已 和 RN 一 人 都 是 常 值 两 数 , 且 f 之 g, 则 f=8. 

证 朋 则 芝 所 站 一 rz 天 不 和 失 汪 般 性 , 设 羡 rm 了 取 上 = 王 一 r 人口 对 任意 
的 EN fn) 一 gC | 土 | 一 12 二 十 则 | fm) 一 gm) | < 都 不 成 立 , 六 eg 所 以 ,一 
rsf =p. 

定义 12.19 令 有 =B'sz, 即 及 是 集合 互 对 等 价 关 系 全 的 商 集 , 则 称 R 的 元 素 为 实 
数 , 称 及 为 实数 集合 . 

在 让 祥 中 ,用 极限 相同 的 那些 基本 闲 数 组成 的 :个 等 价 类 定 头 一 个 实数 ,该 实数 就 是 这 
些 苇 本 困 歼 的 序列 其 同 的 报 限 , 任 加 一 个 7 和 Rr 是 - 些 太 本 函数 组 成 的 一 个 等 价 类 . 如 果 
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在 等 价 类 工 中 有 :个 党 值 函 数 fn) 二 7 ,就 用 7 表示 r. 并 称 x 为 一 个 有 理 数 ;如 归 在 等 价 类 
r+ 中 不 存在 常 值 咀 数 , 就 称 x 为 -个 无 理 数 ， 
下 面 在 BB 和 R&R 上 定 尖 次 序 关 系 ， 
定 光 12.1.10 在 上 1 定义 小 于 关系 二 为 .对 任意 的 fgEB, 满 足 
7 < 中 ” 当 且 仅 当 
(dreEQ A A dn ENA Ym) 
(Cm ENAREm) er (gM) Oo fm) > 0))). 
在 训 上 定义 小 于 等 十 关系 所 ;为 ,对 任意 的 ff.g 毛 B, 满 号 
fag GH ng YF 8). 
直观 上 说 ,/ 志 sg 等 价 上 了 的 极限 小 于 等 的 极限 . 
定 12.1.11 在 R 上 定义 小 于 等 于 兴 系 过 ge 和 小 于 基 系 < 为 ,对 任意 的 六 8E 瑟 , 即 
对 [ 门 . ER 和 [gj-ER, 满 是 
/fj-- 夺 nLg8js 当 且 仅 当 /入 sg， 
fj.<nLgsj- 当 且 仅 当 sg， 
第 9 章 和 这 一 节 定 义 了 集合 NZ,Q 和 及 ,也 定义 了 集 侣 上 的 次 序 关 系 , 在 这 些 集合 上 
还 可 以 定 尽 加 法 和 乘法 等 运算 ,本 书 就 不 介绍 了 . 


12.2 集合 的 等 势 


执 就 是 基数 ,等 势 就 是 基数 相等 . 

定 久 12.2.1 对 集合 4 入 ,如 果 存 在 从 二 到 B 的 双 射 阔 数 ,就 称 沾 和 BB 等 势 , 记 作 
本 全 旦 ,如 果 不 存在 愉 刀 芭 疙 的 双 射 男 数 .就 称 -4 和 至 不 等 势 , 记 作 一 ss 

例 1 NaZ. 因 为 存在 权 射 隐 数 


| 一 二 当 n 是 奇数 
fiN— ,f(rn) 一 : ， 
1 当头 是 偶数 

例 2 及 ss*R_ ,其 中 有 ,是正 实数 集 台 ,因为 存在 双 射 嚼 数 

FR-rR.. Fr 一 ee 
例 3 icpciss3, 因 为 存在 双 射 函数 
Fe 3, fla) =0, f=1, ft) = 2. 

网 4 NXN=zN. 因 为 在 11.1 节 已 宇多 了 双 射 旺 数 :NXx NN. 

例 5 NsQ. 构造 双 射 函数 的 方法 类 似 于 例 4. 把 Q 的 元 素 排 成 有 序 图 形 , 沿 -- 条 不 重 
复 地 穿 过 整个 图 形 的 有 路径, 把 Q 的 元 素 排 成 一 列 , 即 把 有 理 数 和 自然 数 一 一 配对 ,所 有 分 匡 
为 正 的 分 数 有 序 地 排 在 图 12. 2.1 中 ,Q 的 任 -一 元 素 都 在 其 中 ,并 恒 可 以 多 次 出 现 , 用 第 头 标 
注 穿 过 图 形 的 路 答 , 并 用 自然 数 标注 次 序 .但 一 个 有 理 数 的 第 二 次 及 以 后 各 次 出 现 表 要 跳 过 
去 .定义 双 射 晃 数 

1 一生, 六 站 是 [党 的 有 理 数 ,例如 ,4 一 1 ,以 后 就 要 跳 过 -252 一 43 等， 
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1 [414] 局 , 1n i11] 
一 二] = -| 站 91 一 上 了 1 — 31 -= 
4 + | + + 

31 C2 [12 

一 之 2 1 1 2 2 3 2 

' 4 

6- 8 : 

2 3 -= 一 13 一 3 - 13 — 4 3 

了 
13 Ll _13_ 

2 1 
图 12, 3.1 


例 6 (0,1)axR. 因为 存在 双 射 函数 
fd -Riftr) = tan OD 


例 7 0,1]a 有 C0,1), 因 为 存在 疫 射 孙 数 
fF:[0,1] > (0,1), 


I 
“1 当 xz 二 1 
fr) 二 | 
网 当 工 一 2 二 1,2,3，-. 
3 当权 其 他 值 


上 述 各 例 表 明 , 无 限 集合 可 以 与 它 的 真子 集 等 势 , 但 有 限 集合 却 不 能 . 
定理 12.2.1 对 任意 的 集合 4 ,有 
PCA) 2 4, 
证 明 ”因为 2={0,1}), 所 以 4; 是 所 有 函数 f:4 一 10,1} 组 成 的 集合 . 
HPAY— A,, HB} = Ylr), 
其 中 Xs(x) 是 以 A 为 爹 集 时 BB 的 特征 函数 .对 任意 的 BE P(A), 有 B 守 A, 则 存在 唯 -- 的 特 
征 站 数 Xsltx). 所 以 ,五 是 函数 . 对 任意 的 gE4: 则 g:4 *10,1) ,存在 集合 BB 为 
B= {rrEtE A gr)= 1}, 

则 gz 二 和 Cr) 一 五 (也 ), 且 这 样 的 如是 上 唯 -的 .所 以 , 妃 是 丽 射 的 ， 

定理 12. 2.2 对 任意 的 集合 A4,8 和 人 ,有 

(C1) AA， 

C2) 若 4 关 呈 ,风电 44， 

(3) 若 44s 旦 且 了 seC 则 se 

让 明 留 作 思 考题 - 

由 定理 可 知 

NaNXNGSAO, 

HH RR ,A (0.1)[0,1]. 

定 翰 吉明 ,等 捷 时 有 自 及 人 性, 对称 性 和 传递 性 ,在 -部 分 集合 的 集 台 上 ,等 势 是 等 价 关 
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系 .性 是 所 有 集合 的 汇集 不 是 集合 ,所 以 不 能 这 学 势 是 "所 有 集合 的 集合 "|. 的 穴 系 ， 
定理 ]2, 2. 3( 康 托 尔 定理 ) 
{|)-N=R. 
(2) 对 竹 卓 的 集合 中 一 xsd) 
证 月 
(1) 上 要 计 明 -Ns .0,1 四 43], 为 此 只 要 证 戎 对 任何 了 打数 广 N 0.11], 都 存在 EE 人 ， 
1j ,第 江 总 rant 让 . 即 仔 全 也 数 :N 一 _ 0.1 部 不 是 双 射 的 . 
对 任意 一 个 FN 一 [0,11. 顺 序列 出 站 值 
ff0) = Oard dn 
Fil = x Oa sad 


Ft{n 一 1) -A 一 Oa du 


其 中 E101 ym .9 “对 7 一 1.2,3. ,为 了 鸽 表 示 法 唯一 .约定 像 0.4999… 这 样 的 败 75 
成 0. 5000…, 这 样 , 对 ;一 1,2.3，…% 取 久生 10.1,2:8 ,使 如 关 a4, 则 有 
一 

显然 ,7 各 10 但 是 < 和 任 一 局 比较 , 因 玉 天 so: 则 了 入 -Te 于 是 ，r 和 ran 六 ,所 以 , 广 不 可 
能 是 满 射 的 , 即 不 存在 双 射 函数 六 N- -0,13， 

(2) 对 任意 的 函数 g:A>P(44) ,构造 集合 

B= rrE ANrE ge. 

导热 ,BC4.BEDPCAY, 对 任意 的 xEA, 有 wxEBSrEgCr) 则 B 关 gt, 所 以 BE& rante)， 
但 召 E P(A), 所 以 8 不 是 满 射 的 ,不 存在 到 射 函 数 :4-r 产 (4). 

由 定理 12.2.1,PONJsN: :可 以 证 明 PON) 守 BR. 因为 NCR, 但 -NA 及, 可 以 设想 RR 
PN) 呈 比 N 大 的 集合 . P(R) 是 比 R 大 的 集合 . PCPCR)) 是 比 PCR? 大 的 集合 - 并 可 依 此 
类 推 . 


12. 3 ”有限 集合 与 无 限 集 合 


第 9 章 已 经 定义 了 有 限 集 合 与 无 限 集合 ,下 面 给 出 更 严格 的 定义 . 

定义 12.3.1 集合 4 是 有 限 集合 , 当 且 仅 当 存在 wnEN. 使 naz4. 集 合 是 无 限 集合 当 
开 促 当 才 不 是 有 限 集 合 , 即 不 存在 EN 使 wn. 

和 鲜 个 有 自然数 吉 部 是 比 小 的 #4 个 自然 数 的 集合 .而 且 是 有 限 集 合 . 如 果 能 证 明 每 个 有 限 
集合 寺内 与 唯一 的 自然 数 二 等 势 .就 可 以 用 这 个 自然 数 ”来 表 寺 4 的 基数 ， 

定理 12.3,1 不 存在 与 自己 的 真子 集 等 势 的 自然 数 

证 骨 从 暗 . 这 个 定理 就 是 篇 巢 原 理 . 定 埋 说 明 . 对 EN,EN 自 xCnmiy 有 -nww, 让 项 
说 .把 襄 个 蚤 子 放 人 #4 个 全 中, 基 w 过 py; 则 至 少 -个 巢 中 有 名 于 -个 向 了 ， 

推论 12, 3.1 不 存在 与 自己 的 真子 集 等 热 的 有 限 集合 ， 

推论 12.3,2 任何 与 自己 的 句子 集 等 势 的 集合 是 无 限 集合 ,N 和 RR 都 是 无 限 华 介 . 

推论 12.3.3 任何 有限 集合 由 与 蜂 -的 自然 数 等 势 ， 

" 215. 


12.4 集合 的 基数 


证 愉 42.4.1 对 任意 的 集合 和 加 ,它们 的 基数 分 别 用 card() 和 cardf 说 青 示 ,六 
Car 和 人) 一 card(By 守 4 eB (有 时 把 card( 记 作 1 或 (0d).) 
于 有 限 集 全 4 和 ?EN: 若 二, 则 
cardtAd) :一 用。 

和 例如 ,cardt{aperd 一 4 对 任意 的 ENi RN :2 则 cardf(N 一 由 

的 基数 不 是 上 自然数, 因为 只 不 与 任何 自然 数 等 势 ,通常 用 康 托 尔 的 i 记 法 ,把 card (Ni 
记 作 沪 , 沪 作 * 阿 列 去 零 ”. 因此 

card 区) — cardiQ) = card(N ;7 NY) — SS,. 

及 的 基数 不 是 自然 数 , 也 不 吓 汽 .( 因 为 - 民 之 N). 通常 把 card(R) 记 作 锥 1, 读 作 “ 阿 烈 大 

坚固 此 


ecard (TD.17) = cardtth 1)) = card(R ) 一 人 | 
自然 数 0,1.2,3. on 都 大 有 限 集 合 的 基数 ,可 称 为 和 月 限 基数 , 听 , 兴 1 和 card PER)) 
等 是 无 限 集合 的 基数 ,可 称 为 左 根 其 狼 ， 


12.5 基数 的 算术 运算 


存 限 基数 是 自然 数 ,可 以 使 用 在 RN 上 定义 的 如 法 .乘法 和 指数 运算 . 例如 ,2 十 3 一 5.2X 
3 一 6,2 一 8. 下面 推 广 这 些 运 算 ,建立 任意 基数 间 的 括 算 ， 

定 尺 12.5,] 对 任意 的 基数 上 和 + 进一步 

(1) 若 存 在 集 台 下 和 了 ;开门 工 一 让 ,eard( 天 ?一 Reardt 工 ?一 二 刚 
Ei= cardtk (ji), 
《2) 若 存 在 集合 下 和 .card(K) 二 .card (二 二/. 则 
kro=ecardtKk x LY). 
i33 若 存 看 集合 天 和 工 :card( 开 ?一 上 card( 工 )= 则 

k!: = card(Le), 


其 中 Ls 是 从 二 到 天 的 函数 的 集合 ， 

可 以 证 明 , 对 集合 外, 局 , 氏 , 如 果 玉 PP 且 L 疙 和 如 尺 XL 之 PXM 有 日 Lx;, 如果 
同时 成 立 KKNL=BH PNM=2, 则 KULaPUM. 

有 限 基 数 是 基数 的 特例 , 所 以 ,定义 的 3 种 运算 也 适 于 有 限 集合 的 基数 . 

例 1 签证 242 二 412，2 一 4 ,2 一 4， 

人 1) 取 天 三 10.11 了 一 ?2.3 显然 开门 了 一 六 .eardt 民 ) 一 2card(7) 一 2 开工 二 10.1， 
2.3.. 册 2 十 2 二 card(KU /=4. 

(27) 有 A=:=L,NM eard(K)=2=card(T) ,KX LL={01} X01 = 1 .0,00, 
于 2 :2 二 card(K x LL)=4., 

这 有 时 是 从 大 到 天 的 顺 数 的 集 人 各 , 则 

Lx -一 ， 三 . 广 ， fs 
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其 中 


于 是 


太一 00 1 0 ， 
六 = 0.0 ,i117', 
f= 0 (10"1. 
二 {00117 二 1) 上 


‘2 =cardtLx)=4, 


例 2 对 任意 的 非 空 集合 天, 若 cardtK) 一 友 , 则 大 是 非 堆 基 数 .第 11 章 已 指出 
i = Ks = OF = (OO. 
则 山 定 文 12.5.1, 对 任意 的 基数 有 玫 0, 有 
1. 
这 些 结论 与 通常 的 日 然 数 运算 基本 
算得 到 骆 一 1 


例 3 对 任意 的 某 数 让 ,有 
(11) 下士 介 二 衣 ， 
(2) ， 0=0, 

(3) 到， 一 去， 

(1 二， 二 天 十 下 ， 

证 明 留 作 思 考题 . 

例 4 对 任意 的 wEN. 则 
【17 十 全 0 一 全 

{2) ne® 让, 一 这 

(3) 外, 一 熙 一 从 间 

(4 从 

证 朋 


- 致 .唯一 的 例外 是 ,通常 的 蜂 运 算 不 能 求 0 ,这 里 的 运 


(1 令 工 一 NN,K 民 二 array 月 对 于 1 二 142y… on 有 专人 意 NN. 则 card (1) 一 汽 y,card( 太 ) 
=n, kN LL=. 于 是 


K Uj L 和 半 {a dl. 
构造 双 射 函数 1 :KLIN 为 


ii? 一 ] 妆 了 一 色 


Fr 一 


‘十 为 当 xXEN. 


WRULAN ,card (KUT)=card(N) = Mon Ro=eard tk 1) = Wo. 


(2) 至 (4) 的 证 明 留 作 思 划 题 . 


例 5 对 任意 的 集合 及 ,有 


card{ P(AY) 一 一 9 ， 
证 明 出 运算 定 祥 ,2 人 一 card( 人) 


由 定理 12.2.1,P(4)s 4:. 则 


card ray 一 card (A,} 一 DeardtA) 


可 以 证 明 及 sPCN) 所 以 


2 eardPN = cardtR) 一 从 ， 


2 人 


由 定理 12.2.3 和 例 5, 对 任意 的 基数 ,下 A 天 2 特别 地 ,半天 2 一 个， 

定理 12.5.1 对 任意 的 基数 | 和 和 jr. 有 

{1) 呈 十 1 二 1 十 让 ， 

玉 et 一 
【2) 十 人 二 一 (有 十 站 一 由， 
kr tf ntk*i)* mn, 

C3 

C4) R=" 

(C5) Ch eh" i, 

C6) Chk)" = 

证 明 只 证 (6), 其 他 留 作 忠 考 题 ， 

(6) 取 集 合 下 .和 ,使 card( 太 ) 二 站 card (了) 一 1 card CM) 二 m. 内 要 构造 一 个 从 
Mi ,到 (LX MD 的 双 射 函数 即 可 . 
对 任意 的 AE Mi 即 f:M>Lx. 令 昌 ( 有 ) 是 从 XM 到 的 西数 ,H(/):LXM>K， 
自 对 tm ELXM HA m= mi 因 n EM Fm EE Lr foOn nD). LL 
天 ,又 因 EL 则 fm (EK. 且 晶 C(,m'))EK. 上 面 定 义 了 函数 

HM sy (LX Mr, 
HO ,mm )) = foom yy). 

先 证 召 是 单 射 的 ,对 任意 的 f ,gE Mi,,， 如 果 了 关 g, 则 存在 mE MM, 使 fm') 关 

tm ,由 于 mm 外 Lrgim ELx; 则 存在 EL, 使 fom jC 天 glm Dt'). 因 此 
再 (站 (天 有 (一 五 CCC) 

所 以 , 理 ( 站 沽 ltg). 是 是 单 射 的 . 

再 证 /7 是 满 射 的 . 对 任意 的 7E (LXMIK; 定 义 函 数 了 ,ML 上 x, 对 任意 的 w' 蕊 儿 , 使 
/m0 Dj(Ki mm 2). 显然 ,1 人 © ,; 县 

BOF mm )) = fom OD) = yl mm), 

所 以 Eran( 百 ), 7 是 满 射 的 ， 

总 之 ,如 是 双 射 函数 . Mo 守 CX MD (KY)"=R 

定理 说 明 , 对 任意 基数 的 运算 的 性 质 , 与 自然 数 的 运算 性 质 - 致 . 


五 


12.6 基数 的 比较 


上 面 已 经 解决 了 基数 间 的 相等 和 不 相等 . 这 一 节 讨 论 基数 间 的 不 大 于 关系 和 小 于 关系 ， 

定 兴 12.6,1 对 集合 尺 和 工 ,card(K 民 )== 训 ,card( 氏 ) 一 1 如 果 存 在 从 下 到 工 的 单 射 函 
数 , 则 称 集 合 工 优势 于 天 , 记 作 乓 委 工 , 且 称 基数 束 不 太 于 基数 上 记 人 作业 守 4 

定 祥 12.6.2 对 基数 丸和 7 如 果 有 AS 且 率 六 性 则 称 上 小 于 47, 记 作 < 

例 1 对 任意 的 基数 上 ,有 0sk. 对 任意 的 自然 数 n, 有 各 答 ,. 

例 2 对 集合 开 和 了 ,车展 安 元, 则 card( 乓 7) 委 card() 反之 ,对 基数 上 & 和 由 , 若 雪 雪上 虽 
在 在 是 合 大 和 区 .使 cardt 天 ) -kcardtT)=1, 1 KL.. 
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例 3 对 任意 的 基数 上 ,有 <2 

证 明 对 基数 上 ,存在 集合 天 ,使 得 rardf 天 ) 一 上 由 12.5 节 ,ard(( 玉 让 一 2 构造 固 
数理 对 的 则 汪 芝 己 (37 芝 2 由 定理 12.2.3, 一 大 ss 
RD 天 产 2 网 此 寺中， 

这 个 例子 说 明 ,不 存在 县 大 的 基 娄 . 

定理 13.6.1 对 任意 的 基数 友人 入 .有 

(1 ) 让: 和 ， 

C2) 车 遇 日 癌 则 不 泣 扩 ， 

(3) A 

(让 或 [2 

纺 论 (1) 和 和 (2) 很 容易 证 明 . 结论 563) 是 施 罗 德 - 伯 轧 斯坦 定 理 , 证 明 较 复杂 ,在 此 和 省略 了 . 
结论 (4) 是 选择 公理 的 等 价 形 不, 等 价 性 的 证 明 从 略 ， 

例 4 对 企 意 的 集合 天 ,上 上 和 和 虹 , 如 果 KL.L 有 EM 上 < 秋天， 则 天 ss 于 

例 5 RN: 即 有 sePON ). 

证 明 , 包 融 让 了 RN; 且 NS 及. 

先 证 中 二 Ni 因 50,1) 寺 及; 先 证 (0,1) 寺 Ns. 构造 函数 万 ; (0,1)>N; 为 ,对 任意 的 xE 
(0 有 站 (zi 一 0,1); 且 万 (z)(n} 在 z 的 二 进 制 表示 中 第 nx 一 1 个 数字 , 例如 ,对 z 一 
0 0100 (0 一 1 .H(z)(2) 一 0.H(z)(3) 二 1 等 .显然 ,下 是 单身 的 . 
则 (0,1) EN, ,REN.. 

再 证 Ns 所 R, 对 任意 的 了 EN;, 即 函数 f;N 一 10,1), 按 如 下 规则 把 下 上 映射 到 [0,1] 中 的 
一 个 实数 ,这 就 是 枸 造 崩 数 GN: 一 [0,1]. ) 如 果 耻 的 函数 值 依 次 为 1,1,0,0;0;1,…, 则 把 
映射 到 0.110001… 这 个 十 进 制 小 数 . (这 就 是 令 GC 二 0.110001….). 这 是 从 N, 到 及 的 
一 个 单 射 阻 数 . 所 以 N, 志 RR. 

由 这 个 例子 得 到 


从， 一 card(R) 一 card(N,) = 280. 
定理 12. 6.2 对 任意 的 基数 上 和 种, 如 果 站 鹤 上 则 
(C1) pmn, 
C2 Rom ms 
(C3) fret™”, 
(4) 若 丰 关上 或 记 关 0; 则 pe 近 皮 . 
例 6 2 近代 2 2 2 一 2 所 以 ,让 2 一 2so。 
定理 12.6.3 对 基数 上 和 1, 站 果 &S! 天 07 是 无 限 基 数 , 则 

呈 十 一 点 * 一 (一 Ia 下， 
证 阴 为 证 本 定理 ,要 使 用 引 理 + 上 一 .但 该 引 理 证 明 较 复杂 . 下 面 不 证 引 理 ,直接 引 

州 它 得 
tik+iEttri=2:{ {l=1, 


所 以 Ri 二 i 
和 类 7 一 
所 以 £1{i=4, 


例 7 划 任 意 咯 无 中 十 葡 富 本 一 之 

证 明生 一 

定理 12. 6.4 

ci 对 任 痊 的 盛 限 集 从 上 ,NE 大 . 

2) 于 王 关 的 克 限 让 政大 泊 1 胡 

证 明 

{1) 严 的 的 证 明 要 使 用 | 店面 简 娄 介绍 证 明 的 主要 忠 想 . 
构造 单 射 国 数 &;N-* 太 . 空 , 则 存在 aEK, 邻 8g(0) 二 a 因为 大 是 无 限 集合 ， 


出 大 一 {站 逆 , 岂 选择 公理 , 串 以 选 He too 令 g(1) 二 a., 依 此 上 类推 ,可 以 先 g(2) 
-= 一 人 yg 网 由 选择 公理 可 以 具 


1 一 ,显然 ,rr 是 单 射 的 ， 

{2} HT(] 3 证 朋 ， 

由 定理 可 年 , 窟 ， 是 正中 有 丰 匹 限 基 训 . 

例 8 对 任意 的 配 数 .法 ， 当 订 克 当 下 起 有 限 上野 数 ， 

例 98 有 有 限 集 合 的 子 蒜 二 号 有 限 的 ， 

12.7 可 数 集合 与 连续 统 假设 

定义 12.7.1 对 集 侣 员 , 如 果 cardfK) 妆 从 , 则 称 下 是 可 数 集 合 . 

和 用 上 上 节 例 8 可 得 到 定 广 的 等 价 有 形式: 如 昌 集 会 大 是 有 限 的 或 与 N 等 势 , 就 称 虹 是 串 
数 集合 


和 例 1 对 ENin 是 有 限 可 数 集 合 ,N .Zz,Q 部 是 无 限 可 数 集合 , 民 不 是 可 数 集 全 

定理 12.7.1 

(1) 可 数 集 的 任何 子 集 是 可 烤 集 ， 

《2) 丽 个 可 数 集 的 并 集 和 稍 卡 外 税 是 可 数 集 ， 

(3) 若 天 是 元 限 集合 , 旭 PC(K} 是 不 可 数 的 . 

《14) 可 数 个 可 数 集 的 并 集 是 可 数 集 , {该 结 认可 各 为 :新 4 是 串 数 集 ,1 的 元 索 邦 入川 霓 


集 . 则 UA 是 下 数 集 . ) 


已 知 的 基 痕 护 从 小 到 赤 的 次 施 排 列 就 是 
们 ，。] ， 有。 洋 ，， 馈 ， a 


“连续 统 俱 证 "就 是 断言 不 存在 莫 数 玉 , 合 


KS, 人 A < 人 


这 个 乡 设 至 令 末 经 证 昌 . 有 人 已 证 明 : 根 铬 更 有 的 公理 系统 , 虑 本 能 证 崩 它 是 对 的 ,于 不能 证 
明 它 是 错 的 . 


站 题 12 


1， 永 研 和 定理 12, 3. 2， 
2 Sd i eR 


~ Do 


对 集合 41BC 和 刀 若 OB3ED, 证 明 AX BC xD. 
写 出 N 的 三 个 与 N 等 势 的 真子 集 ， 

证 明 12.5 例 4 的 (27.13)， 54)， 

用 运算 的 定 头 证明; 对 任意 的 基数 请 ,有 上 不 一 上 一 2， 点 ， 


， 对 任意 的 基数 上 7 和 无 限 基 数 mw. 如 果 2 二 km 且 2 且 六 证明 


(1) k"=2", 
(2) Kk" =", 


. 证 明定 理 12.5.1 的 忆 ) 至 (57. 


证 明 平 面 上 直角 坐标 系 中 所 有 整数 坐标 点 的 集合 是 可 数 集 . 


10. 计算 下 列 集合 的 基数 . 


(1) A=1a.p ct, 

(2) B=ir|tdn ENAr=n ):, 
(aD={ri(dn}(tn EN Mr en )}, 
(4) BND, 

(5) BLD, 

(6) Ny, 

《7》 Rer. 


~ Do 


对 集合 41BC 和 刀 若 OB3ED, 证 明 AX BC xD. 
写 出 N 的 三 个 与 N 等 势 的 真子 集 ， 

证 明 12.5 例 4 的 (27.13)， 54)， 

用 运算 的 定 头 证明; 对 任意 的 基数 请 ,有 上 不 一 上 一 2， 点 ， 


， 对 任意 的 基数 上 7 和 无 限 基 数 mw. 如 果 2 二 km 且 2 且 六 证明 


(1) k"=2", 
(2) Kk" =", 


. 证 明定 理 12.5.1 的 忆 ) 至 (57. 


证 明 平 面 上 直角 坐标 系 中 所 有 整数 坐标 点 的 集合 是 可 数 集 . 


10. 计算 下 列 集合 的 基数 . 


(1) A=1a.p ct, 

(2) B=ir|tdn ENAr=n ):, 
(aD={ri(dn}(tn EN Mr en )}, 
(4) BND, 

(5) BLD, 

(6) Ny, 

《7》 Rer. 


